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editorial
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Com tots i totes sabeu, el retorn a la normalitat en algunes arees després de la pandémia de la
covid-19 esta sent més lent del que seria desitjable. Aquest és el cas de la revista NouBiaix, per
aixo volem comencar disculpant-nos amb els autors i les autores que fa temps que esperen
veure publicat el seu treball i amb els lectors i les lectores que potser van comencar a pensar
que la revista desapareixeria. A més, durant el 2023 s’ha produit un relleu en I'edicié de la re-
vista i s’ha iniciat un procés de revisio dels processos interns per aconseguir ser més eficients
en la seva publicacié. Per tant, el NouBiaix és una revista viva i desitgem poder-vos-en oferir
molts nimeros més.

Dins d’aquest procés de canvi, us informem que Marianna Bosch ha deixat I'edici6 per afron-
tar nous reptes professionals. Volem agrair-li la bona feina feta i la dedicacié durant aquests
anys al capdavant de la revista i desitjar-li molts éxits com a presidenta de I'Area Cientifica
de Ciéncies de I'educacié dins de la Divisié de Coordinacié, Avaluacié i Seguiment Cientific i
Técnic de I'’Agéncia Estatal d'Investigacié d’Espanya.

En aquest numero 50 s’han recopilat tres articles que conviden a reflexionar sobre la pro-
fessio de docent de matematiques: el seu origen, els consensos i els reptes actuals i futurs.
Tot aixd, amb una mirada constructiva, suggeriments sobre la necessitat de tenir una cultura
compartida, i la ferma aposta que cal optar per fomentar el treball col-laboratiu de la comuni-
tat. Els articles aporten mecanismes per seguir construint un cos docent i una infraestructura
social preparada per afrontar els grans reptes que tenim i els que tindrem, a causa del mén
canviant en que vivim.

En la linia de les propostes anteriors, els articles seglients mostren activitats orientades a
I'educacio primaria (dins del nou projecte «Fem matematiques» de cinqué i sise) que mostren
com es pot, amb material manipulatiu, desenvolupar una activitat rica matematicament.
I al nivell universitari, que permet desenvolupar estrategies de resolucié que involucren di-
ferents conceptes o eines matematiques i com aquestes s’apliquen per resoldre problemes
reals. L'Ultima proposta s'emmarca fora del context escolar (prova pilot de «Mates al carrer» a
Mataro) amb I'objectiu de contribuir a modificar la visié cultural de les matematiques i aporta
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les indicacions necessaries per reproduir-ho en altres ciutats de Catalunya i reprendre aixi un
projecte global de territori.

El primer article amb qué obrim aquest nou ndmero de la revista NouBiaix, «<Puig Adam i la
formacié continua del professorat de matematiques», recull els principals fets, organismes
(com el Centre d'Orientacié Didactica o la Comissio Internacional per a I'Estudi i la Millora
de I'Ensenyament Matematic) i moviments, als anys cinquanta i seixanta del segle xx, que
es van ocupar d’establir i concretar un marc general europeu, en relacié amb I'ensenyament
de les matematiques preuniversitaries, del que ara és el cicle actual d’educacié secundaria.
Una mostra d’aixo és el decaleg de la didactica de la matematica publicat el 1955, ja que les
linies que marca continuen regint la cultura educativa actual. L'article mostra en quin sentit el
catedratic catala Pedro Puig Adam va visualitzar la importancia de la formacié del professorat
d’educacié secundaria i les accions que va impulsar, que van implicar una millora del cos
docent. Una visié historica, que els docents més joves potser desconeixen, que permet ubicar
I'origen dels fonaments de les linies de formacié del professorat de matematiques actuals.

El segon article, titulat «<Educacié (matematica) és una arma de construccié massiva», parteix
de reflexions sobre el paper de I'ensenyament de les matematiques i mostra les multiples
vessants d'aquestes des d’'una visio global, considerant les diferents etapes educatives i el
seu paper en la societat. Aporta idees i consideracions en relacié amb els diferents agents
que hi estan involucrats: des de I'esfera més politica, passant per la formacié del professorat,
la investigacié en educacié matematica, les associacions de professionals, el treball en xarxa,
les entitats de divulgacid, etc,, fins a la responsabilitat individual de cada docent. A més,
amaga un misteri que descobrireu si arribeu al final de la lectura.

El tercer article és escrit per Jordi Deulofeu, coordinador des del 2013 fins al 2023 de I'actual
master interuniversitari en Formacio del Professorat de Secundaria de Matematiques i una
de les persones referents en la difusié de la recerca en educacié matematica. «Cap a on va
I'ensenyament de les matematiques?» completa les linies marcades en els textos anteriors
amb propostes actuals. El to optimista de I'autor, tot i les dificultats i els problemes que iden-
tifica, és contagids i deixa clar que encara hi ha cami per explorar tots plegats. Finalment, ens
sumem a animar a tothom a participar en el proper Congrés Catala d’Educacié Matematica:
C2EM 2025.

El quart article, titulat «Els menuts també fem mates» i escrit per Cynthia Riquelme i Tana Se-
rra, defensa la necessitat de cultivar el rafonament matematic des de |'etapa d’educacié infan-
til, a partir de presentar als alumnes situacions riques que estimulin el seu pensament espon-
taniiajudin els mestres a disposar d’eines adequades per conduir el creixement d’aquest rao-
nament matematic dels infants. En aquesta linia, presenten un exemple de I'activitat del Cer-
cle de Mestres de I'Associacié de Barcelona per I'Estudi i I'’Aprenentage de les Matematiques
(ABEAM); concretament, un repte per als més menuts anomenat Les Torres de la Reina,
gue de ben segur inspirara els mestres d'aquesta etapa a incorporar aquest nou enfocament
a les seves aules.

El cinque article, escrit per Francesc Carreras i Antoni Magafa, presenta de manera forca
rigorosa possibles escenaris basats en dades reals d’ambits molt diversos, com ara els jocs,
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I'economia, els esports i el mén academic, que poden resultar propers als estudiants i en els
quals es justifica I'analisi d'aquestes dades a partir del model de regressio i correlacié lineal.

Sens dubte aquest material permet al docent adaptar aquesta analisi a qualsevol joc de dades
numeriques posant I'emfasi en la inferencia de conclusions estadistiques, molt més enlla de
la mera descripcié de les dades que acostuma a ser, malauradament, el maxim profit que
s'obté a secundaria d'aquest tipus d'informacio. L'aplicabilitat a diferents treballs de recer-
ca de batxillerat, per exemple, sembla obvia per permetre legitimar el caire matematic de
nombroses propostes STEM.

Enelsisearticle, Luis Crosensdescriulareeixidainiciativa «Mates al carrer», resultat de l'activitat
del corresponent grup de treball de la Federacié d’Entitats per a 'Ensenyament de les Ma-
tematiques a Catalunya (FEEMCAT) i que es va plasmar en I'edicié celebrada als carrers de
Mataroé I'octubre del 2022, que tindra continuitat en les edicions de Balaguer i Lleida.

Iniciatives com aquesta tenen un valor incalculable perqué donen sentit amb creativitat a
I'objectiu compartit per tots nosaltres de normalitzar, donar visibilitat i naturalitzar la presén-
cia de les matematiques en I'entorn dels nostres alumnes i de les seves families.
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Puig Adam i la formacio
continuada del professorat
de matematiques

Departament de Didactica de les Ciéncies
Matematiques i Socials. Facultat d’'Educacio

Resum

Amb l'aprovacié de la Llei d’ordenacié de
I'ensenyament mitja de 1953 es van dur a terme
a Espanya diferents activitats de formacio
permanent adrecades al professorat d’educacioé
secundaria. El 1955 Pere Puig Adam, catedratic
d'institut de matematiques, va ser nomenat pel
Centro de Orientacién Didactica (COD) per
investigar sobre la reforma i la millora de
I'ensenyament de les matematiques al
batxillerat. A partir d'aquell moment va
promoure nombroses activitats formatives per a
aquest col-lectiu. L'objectiu d'aquest treball és
identificar quines accions va desenvolupar Puig
Adam, en I'ambit de la formacié continuada del
professorat d’educacio secundaria, a la década
dels cinquanta a Espanya. Per fer aquest treball
s’han consultat diverses publicacions
professionals. Ocupa un lloc destacat la revista
Enserianza Media, ja que s’hi van publicar
nombroses croniques sobre activitats

de formacié destinades al professorat de
matematiques. Els resultats mostren que les
idees metodologiques que es van exposar en
aquestes reunions estaven lligades al model
pedagogic de Puig Adam i les seves propostes
d’ensenyament més caracteristiques, entre les
quals destacava el metode heuristic.

Josefa Délera-Almaida
j.doleraalmaida@um.es

Dolores Carrillo-Gallego
carrillo@um.es

Encarna Sanchez-Jiménez
esanchez@um.es

Universitat de Murcia

Abstract

After enacting the Secondary Education Law in
1953, various initiatives aimed at providing
continuing professional development for
secondary education teachers were implemented
in Spain. In 1955, Pere Puig Adam, professor at the
Institute of Mathematics, was appointed by the
Centro de Orientacion Didactica (COD) to lead
research on the reform and improvement of
mathematics teaching in upper secondary
education. Puig Adam started to actively promote
numerous training activities for those students.
This study mainly aims to identify the specific
activities Puig Adam developed in the field of
continuing professional development for
secondary education teachers during the 1950s in
Spain. Several professional publications were
consulted to conduct this research. The journal
Ensefanza Media was particularly important, as
it published a large number of articles on teacher
training initiatives aimed at mathematics
teachers. The results show that the
methodological ideas put forward in the
publications were in line with Puig Adam’s
teaching model and his most characteristic
teaching proposals, amongst which the heuristic
method stood out.
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1. Introduccié

La formacié i perfeccionament del professorat d’educacioé secundaria no va ser un aspecte
prioritari per al govern del regim franquista entre 1936 i 1953 (Lorenzo, 1996, 2003). Aquesta
tendéncia va comencar a canviar a partir de la Llei d'ordenacié de I'ensenyament mitja de
1953 (Ministeri d’Educacié Nacional, 1953), que, en l'article 42, deia:

El Ministerio de Educacion Nacional cuidara el nivel cientifico y pedagdgico del Profe-
sorado de Enseflanza Media, estimulando la mejora de los métodos, promoviendo, con
las colaboraciones debidas, cursos de formacion y de perfeccionamiento profesional, y
vigilando las pruebas de suficiencia, selecciéon y preparacién (p. 1124).

LaLlei preteniaimpulsarlarenovaciéiel perfeccionament dels metodes educatiusenl’educacio
secundaria, aixi com assegurar 'adequada preparacié cientifica i pedagogica del professorat
de batxillerat. Per a aixd era necessari que es desenvolupessin institucions, experiéncies i
publicacions que s’encarreguessin de promoure aquests aspectes formatius (Lorenzo, 1996,
2003). Per donar compliment a aquesta disposicio, I'executiu va crear, entre altres organs, el
Centro de Orientacion Didactica (COD) i la Escuela de Formacion del Profesorado de Ensefian-
za Media per sengles ordres ministerials el 1954 i el 1955, respectivament' (Utande, 1964).
També es van fer nombroses activitats concretes que van contribuir en gran manera a la
modernitzacié de I'ensenyament mitja. Entre les principals activitats de formacié permanent
que es van dur a terme a Espanya a partir de la reforma de 1953 es troben les segiients
(Lorente, 2011):

a) Reunions d’estudi de catedratics, agrupats en seminaris didactics, amb la participacié d'ins-
pectors especialistes. Aquestes reunions, organitzades pel COD entre 1956 i 1957, pre-
tenien renovar els metodes d’ensenyament a través de l'intercanvi d’experiencies do-
cents en I'ambit nacional.

b) Reunions d'estudi, convocades amb |'objectiu de fomentar la coordinacié en cada dis-
tricte universitari entre el professorat oficial d'instituts i el dels col-legis religiosos.

¢) Cursets d’actualitzacié cientifica i didactica, dirigits prioritariament al professorat de ma-
téries experimentals.

d) Viatges o excursions d’estudi, que especialistes (inspectors i catedratics) en determina-
des matéries fan al llarg de la geografia espanyola.

e) Cursets de prdctiques per a professors no oficials en determinades matéries (matemati-
ques, fisica i quimica, ciéncies naturals i geografia i historia).

El COD va tenir un paper rellevant en la formacio continuada del professorat d’educacié se-
cundaria, ja que una de les seves funcions principals era divulgar experiéncies d'aula i tre-
balls de recerca entre el cos docent, aixi com organitzar i patrocinar reunions de professors
per propiciar un contacte estret entre els diferents centres educatius (instituts i centres de
I'Església i de I'ensenyament privat). La revista Ensefianza Media (1956-1971), dirigida per
I'inspector Dacio Rodriguez Lesmes, va col-laborar activament en la tasca divulgadora del
COD i es va fer resso de moltes de les activitats de formacié dirigides a aquest col-lectiu
(Salcedo, 1956).

1. La Escuela de Formacién del Profesorado de Ensefianza Media va ser creada com a dependéncia del
Centre d'Orientaci6 Didactica i el 1962 va assumir les labors corresponents a la formacié practica del professorat
amb la intencié d’ampliar i centralitzar I'experiencia iniciada anys abans pel COD, 1954-1968 (Lorenzo, 2003).
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2. La Comissio Internacional per a I’Estudi i el Millorament de
I'Ensenyament Matematici la seva influéncia en la renovacio
de I'’ensenyament de les matematiques a Espanya

El 1950 es va crear la Comissio Internacional per a I'Estudi i el Millorament de I'Ensenyament
Matematic (en anglés, International Commission for the Study and Improvement of Mathe-
matics Teaching, CIEAEM) amb I'objectiu d’abordar els problemes de I'ensenyament de les
matematiques, sobretot en I'educacié primaria i secundaria. Va ser impulsat pel professor
Caleb Gattegno, professor de didactica matematica de I'Institut d’Educacio de la Universi-
tat de Londres. La Comissio pretenia aprofitar les perspectives que es podien aportar des
de I'epistemologia, la psicologia o la pedagogia per millorar 'ensenyament de les matema-
tiques. Entre els seus membres hi havia figures rellevants del panorama internacional de
diferents camps disciplinaris: epistemolegs i psicolegs, com Jean Piaget i Ewart W. Beth; ma-
tematics, com Gustave Choquet, Jean Dieudonné i André Lichnerowicz; i pedagogs, com
Caleb Gattegno, Emma Castelnuovo i Willy Servais (Hodgson et al., 2013).

La Comissié considerava que per assolir una reforma profunda i eficac dels programes, els
métodes i les férmules usades en I'ensenyament es necessitava:

[...] de un lado, el conocimiento profundo de las estructuras matematicas y, de otro, el co-
nocimiento no menos esencial de los procesos evolutivos de la inteligenciay afectividad
del niflo, no sélo para comprender mejor la génesis de los conceptos y juicios matema-
ticos en su mente, sino también para tener en cuenta los factores de atraccion e interés
que pueden estimularla y favorecerla (Puig, 1955a, p. 96).

Entre les diferents funcions de la CIEAEM ocupaven un lloc destacat la coordinacié de les
recerques que desenvolupava en diferents paisos i I'impuls de treballs conjunts. Per dur a
terme aquestes funcions, la Comissié va optar per organitzar reunions internacionals amb
I'objectiu d’habilitar un espai propici per a I'intercanvi d’opinions i punts de vista. També va
promoure la formacio de grups de treball (nacionals i internacionals) i va apostar per publicar
les seves recerques en obres conjuntes, amb la finalitat de divulgar-les entre el professorat.
Quant a I'ensenyament de les matematiques, en la segona década dels cinquanta es van
editar les obres La ensefianza de las matemdticas (Piaget, J. et al., 1971) i El material para la
ensenanza de las matemdticas (Gattegno, C. et al., 1967).

Pere Puig Adam (Barcelona, 12 de maig de 1900 — Madrid, 12 de gener de 1960), catedratic
de matematiques de I'Instituto de Ensefanza Media San Isidro (Madrid), es va incorporar a
la CIEAEM el 1955 i a partir d'aleshores va participar activament en les activitats organitza-
des per la Comissio. A tall d’exemple, s'al-ludeix al paper destacat que Puig Adam va tenir
en l'organitzacio de la XI Reunion de la CIEAEM (Madrid, 1957), esdeveniment que es va fer
juntament amb la | Exposicion Internacional de Material Didactico Matematico. Aquestes
activitats van despertar un gran «interés entre el profesorado, ya que era el primer Certamen
internacional que la historia de la ciencia registra sobre el material didactico matematico»
(Puig, 1958b, p. 7). Amb I'objectiu de fer arribar al professorat d’aquesta disciplina informacio
detallada del que alli s'esdevingué, el Ministerio de Educacién Nacional va publicar el llibre
El material diddctico matemdtico actual (Puig, 1958), dedicat a la Reunion — Exposicion (figu-
ra 1). La revista professional Ensefianza Media va subratllar que aquesta publicacié era «un
valuoso elemento de orientacion y trabajo para los profesores de nuestra Ensefianza Media»
(EnseAianza Media, 1959, p. 210).
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Figura 1. Coberta del llibre El material diddctico matemadtico actual.

També és remarcable la participacié de Puig Adam com a membre del grup de treball que va
elaborar les «<Recomendaciones» per a I'ensenyament de les matematiques en la XIX Confe-
rencia Internacional d'Instruccié Publica (Ginebra, 1956), organitzada per la Organitzaci6 de
les Nacions Unides per a I'Educacio, la Ciéncia i la Cultura (en anglés, United Nations Educa-
tional, Scientific and Cultural Organization, UNESCO) i per I'Oficina Internacional d’Educacié
(OIE), la direccié de la qual era ocupada per Piaget en aquell moment (Gonzélez, 2008; Lo-
zano, 1956; Puig, 1955a).

El moviment internacional de renovacié de la matematica que s’estava desenvolupant en la
decada dels cinquanta i al qual s'ha fet referencia en paragrafs anteriors, practicament va
coincidir en el temps amb I'aprovacié de la Llei d'ordenacié de I'ensenyament mitja (1953).
Probablement, algunes de les accions que I'executiu va idear per impulsar la renovacié de
I'ensenyament de les matematiques, a Espanya, van estar influenciades per les recerques so-
bre I'ensenyament de les matematiques que la CIEAEM estava fent. Una mostra d'aixo podria
ser el nomenament, el 1955, de Puig Adam pel COD per investigar sobre la reformai la millora
de I'ensenyament matematic en I'ambit nacional. A partir d'aquest moment Puig Adam es
va preocupar d’incrementar les relacions internacionals amb diversos paisos europeus per
tractar qUestions significatives de I'ensenyament mitja i va organitzar reunions dirigides a
catedratics de matematiques de tot Espanya, en les quals s'informava, entre altres aspectes,
dels nous metodes i materials que s'estaven utilitzant fora de I'ambit nacional. Puig Adam
considerava que la formacioé del cos docent no finalitzava amb I'obtencié del titol; creia que,
en aquesta tasca, mai no s'acaba d'aprendre perqué «cuando se sabe leer en el libro abierto
de una clase, nunca se termina el proceso de acumulacién de experiencias y mejora y adap-
taciéon consecuente de procedimientos» (Puig, 1958a, p. 10). Per aix0 es va involucrar i va
participar de manera activa en les activitats de formacié permanent del professorat de grau
mitja i va arribar a dirigir-ne algunes.

A I'hora de valorar les mesures posades en marxa pel regim, cal destacar que molts dels
models pedagogics sobre els quals es basava aquesta «renovacié» s'inspiraven en els postu-
lats de I'escola nova, per la qual cosa «no fueron tan Nuevos y avanzados» (Lorente, 2011,
p.682.) Es més, alguns autors, com Mainer (2009) i Vifiao (2014), consideren que no va arribar
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a produir-se una ruptura total amb els models pedagogics instauratsabans de la Guerra Civil
i que s'aprecia una certa continuitat entre els models de formacié del professorat abans i
després del conflicte armat.

L'objectiu d'aquest treball és identificar quines accions va dur a terme Puig Adam, en I'ambit
de la formacié continuada del professorat d'educacié secundaria, per promoure la renovacioé
de I'ensenyament de les matematiques en el batxillerat durant la década dels cinquanta a
Espanya.

Per a la realitzacié d'aquest treball s’han consultat diverses publicacions professionals, com
ara, entre d'altres: Revista de Educacion, Revista de Segunda Ensenanza, Gaceta Matemditica,
Boletin de la Institucion de Formacion del Profesorado de Ensefianza Laborali Butlleti de la Seccié
de Matematiques de la Societat Catalana de Ciéncies Fisiques, Quimiques i Matematiques. S’ha
prestat una atencié especial a la revista Ensefianza Media, ja que s’hi van publicar croniques
de moltes de les activitats de formacioé permanent dirigides al professorat de matematiques
que es van fer en la década dels cinquanta. Es més, el mateix Pere Puig Adam va reconéixer
a la publicacié la seva tasca en la divulgacié de les experiéncies desenvolupades entorn de
la disciplina de les matematiques i va agrair-li I'interés mostrat, malgrat que no era una re-
vista especialitzada en aquesta materia. Fet que, va assenyalar contrariat, contrastava amb
I'escassa atencioé que algunes publicacions expertes en la disciplina havien prestat a aquestes
activitats (Puig, 1958b).

Aquest estudi forma part d'una recerca més amplia sobre les aportacions del professor Pere
Puig Adam a I'educacié matematica espanyola. Els resultats obtinguts han donat lloc a alguns
treballs: Délera i Sanchez (2019, 2023); Délera et al. (2023a, 2023b); Dolera i Carrillo (20233,
2023b).

3. Activitats formatives per al professorat d’educacio
secundaria de matematiques

Les activitats de formacio professional a les quals s'al-ludeix en els apartats seglients van
comencar el 1956, després que el COD encarregués a Puig Adam de promoure una recerca
sobre les possibilitats de millora de I'ensenyament de les matematiques al batxillerat. Entre
1956 i 1960 —any en queé va morir Puig Adam— es van fer, a escala nacional, tres reunions
d’estudi de catedratics a Madrid (1956-1957) i tres reunions d’estudi per al professorat d'un
mateix districte universitari;aquestes Ultimes es van celebraraGranada (1956), Valencia (1958) i
Huelva (1960). Per al professorat no oficial que impartia la disciplina de matematiques, Puig
Adam va dirigir un curset de practiques a I'Instituto de Ensefianza Media San Isidro de Madrid
(1958). En els apartats segiients es fa referéncia a les activitats formatives en les quals Puig
Adam va participar de manera activa i es presta un interés especial a les aportacions que va
fer el professor en aquestes reunions.

3.1. Reunions d'estudi per a catedratics

Enl'ambit nacional, la | Reunién de Estudio de Catedraticos de Matematicas (Redaccion, 1956)
va tenir lloc entre els dies 20 i 24 de marg¢ de 1956 a Madrid. Un dels acords aconseguits
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va ser adoptar com a norma general d’actuacioé didactica el «Decalogo de la didactica de la
matematica media», que va ser publicat per Puig Adam en la revista Gaceta Matemdtica el
1955 i que establia el seglient (Puig, 1955b):

I. No adoptar una didactica rigida sino amoldarla en cada caso al alumno.
[Il. No olvidar el origen concreto de la Matematica ni los procesos histéricos de su evolu-
cion.
lll. Presentar la Matematica como una unidad en relacién con la vida natural y social.
IV. Graduar cuidadosamente los planos de abstraccion.
V. Ensefar guiando la actividad creadora y descubridora del alumno.
VI. Estimular dicha actividad despertando interés directo y funcional hacia el objeto del
conocimiento.
VII. Promover en todo lo posible la autocorreccion.
VIIl. Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automatizarlas.
IX. Cuidar que la expresion del alumno sea traduccion de su pensamiento.
X. Procurar a todo alumno éxitos que eviten su desaliento.

A més, Puig Adam, juntament amb la resta d'assistents, van decidir afegir a les orientacions
anteriors la consideracié seguient:

Ejercer una constante observacién sobre las reacciones de los alumnos, adoptando una
postura objetiva y experimental en nuestra funcién didactica, y tratando al alumno, de
acuerdo con la psicologia, con afecto en lugar de coaccidn, para obtener de él el maximo
rendimiento (Redaccién, 1956, p. 48).

La Il Reunién de Estudio de Catedraticos de Matematicas (Redaccion, 1957a) es va fer entre
el 22 i el 28 d'octubre de 1956. El programa de la reunié contenia, entre altres, els temes
seglents: fins de I'ensenyament, métodes d’ensenyament heuristic i models dinamics (Re-
daccion, 1960, p. 134). Quant al primer d'aquests aspectes, es va acordar:

[...]nuestra ensefanza persigue, debe perseguir siempre, no ede la preparacion del alumno
para el examen, sino la formacion edescobri del mismo. No adiestrar al alumno para que
se aprenda muchas edescob edescobrir en un momento dado o enuncie edesc opera-
torias sin penetrar su significado, sino capacitarle para sentir, dotarle del edesc de hacer
Matematica; hacerle ver, operar y edesco. En una palabra: hacerle edescobrir (Redaccién,
19573, p. 10).

Els professors reunits reconeixien que era urgent revisar els metodes d’ensenyament. Soste-
nien que els metodes actius havien de desplacar la classe conferéncia, encara molt arrelada
en I'ensenyament espanyol d’aquella eépoca i en la qual el docent solia actuar com un mer
transmissor d'informacio. Van coincidir a afirmar:

[...] dentro de la ensefanza activa, el modo euristico [sic] viene a ser su principal manifes-
tacion, tal vez su palanca mas potente; la manera mas sencilla de crear en el alumno los
centros de interés, de estimular su facultad creadora, de despertar sus dotes de observa-
cién (Redaccion, 1957a, p. 12).

Puig Adam es va interessar pel metode heuristic des dels seus inicis com a catedratic. Ho diu
en el seu primer treball sobre educacié matematica (Puig, 1926), que va publicar el mateix
any que va aprovar |'oposicié a catedratic d'institut, i ho va continuar portant a la practica
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durant tota la seva trajectoria professional. En son una mostra els nombrosos treballs que va
publicar sobre metodologia heuristica, en els quals oferia al professorat exemples detallats
de llicons heuristiques que havia implementat amb els seus alumnes. Entre aquests treballs
es troba la seva obra més caracteristica, Diddctica matemadtica euristica (Puig, 1956), que va
ser avalada i publicada per I'Instituto de Formacion del Profesorado de Ensefianza Laboral.

Puig Adam considerava que aquesta manifestacié de I'ensenyament actiu estava destinada a
ocupar un paper rellevant en la millora i renovacié de la didactica matematica i no va dubtar
a aprofitar I'oportunitat de familiaritzar els qui van assistir a aquesta reunié amb el metode
heuristic. Amb aquesta intencio, va desenvolupar davant el public algunes llicons heuristi-
ques. Per exemple, va fer-ne una sobre geometria de I'espai amb dotze alumnes de segon
curs de batxillerat, en la qual, a través de materials quotidians, com ara carpetes i agulles de
tricotar, va treballar amb els estudiants el paral-lelisme de plans, el paral-lelisme de rectes i
les posicions relatives entre recta i pla (figura 2).

Figura 2. Moment d'una classe heuristica sobre geometria de I'espai.
Font: Redacciéon (1957a, p.13).

Després de cada llicd, Puig Adam iniciava amb el professorat assistent una animada xerrada
sobre el que alli s’havia esdevingut. Amb aixo tractava de promoure una reflexio critica del
professorat sobre determinats aspectes: els continguts treballats, el rendiment de I'alumnat,
I'interés que despertava en els nens l'activitat proposada i el material emprat, entre altres.
Finalment, es va valorar la possibilitat d'implantar el métode heuristic a les aules espanyoles
i es va concloure que un dels seus principals inconvenients era I'excessiu nombre d’alumnes
per professor que en general hi havia a I'aula.

Puig Adam també va remarcar els beneficis de I'is dels models dinamics en I'ensenyament
de les matematiques. A tall d'exemple, va presentar al professorat assistent alguns dels ma-
terials que ell mateix havia elaborat, entre els quals hi havia el de «l'arrel quadrada» (figura
3), que li va permetre treballar amb els seus alumnes de segon curs de batxillerat I'estructura
operatoria de l'arrel quadrada amb materials quotidians (botons, tires i cartons). Es tractava
de construir amb botons, una vegada s’havia representat el nombre del qual es volia obte-
nir I'arrel quadrada, el major quadrat possible (descomponent, si era necessari, les unitats
d’ordre superior en altres d’ordre immediatament inferior). D'aquesta manera, I'arrel quadra-
da es corresponia amb el costat del quadrat i els botons sobrants representaven la resta de
I'operacié (Puig, 1932).
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Figura 3. Material per desenvolupar la llicé heuristica sobre la regla de I'arrel quadrada.
Font: Puig Adam (1958b, p. 110).

La lll Reunidén de Estudio de Catedraticos de Matematicas (Redaccién, 1957b) va tenir lloc
entre el 10 i el 16 de desembre de 1956 i s'hi va reflexionar col-lectivament sobre les orien-
tacions metodologiques que havien de regir els quatre primers cursos de batxillerat. Fruit
d'aquesta reflexid, es va considerar que els dos primers cursos de batxillerat havien de tenir
un marcat caracter intuitiu i practic, i havien de recorrer a I'is de procediments preferible-
ment empirics, com, per exemple, el plegat, el paper transparent o els fils per a I'estudi de
la geometria. Els cursos tercer i quart, en canvi, van ser definits com un cicle que constituia
una etapa de transicio entre els metodes o procediments empirics i el metode racional, on
els coneixements matematics es presentaven constituint una estructura logica perfectament
entrellagada. Es va incidir, igualment, en la conveniéncia de presentar la matematica a partir
d'exemples concrets, extrets igualment de la vida real de I'alumne, que servia aixi com a
exemple d'aplicacié practica. També es va posar I'accent en la utilitzacié o construccié de
models geometrics senzills per part de I'alumnat, ja que es va considerar que fins i tot la mera
observacié permetia als alumnes identificar nombroses propietats matematiques.

Arran de les reflexions metodologiques anteriors, Puig Adam va destacar l'eficac ajuda que
els models dinamics prestaven a I'ensenyament heuristic de les matematiques i va ressaltar
I'intereés que despertaven entre els estudiants. Igual que en la reunié anterior, va presentar
davant els seus companys alguns dels ultims materials que havia ideat, entre els quals va
ocupar un lloc destacat el seu model de geoespai, per a I'estudi de la geometria espacial
(figura 4), del qual va construir diverses versions.

Figura 4. Representacié amb el geoespai d’'un model deformable de paral-lelepipede.
Font: Puig Adam (1957, p. 25).
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El geoespai de Puig Adam estava inspirat en el geopla del professor Gattegno i consistia en
una caixa les cares de la qual estaven construides amb llistons estrets. Aixd permetia que les
configuracions que es representaven dins de la caixa poguessin ser vistes per I'estudiant des
de qualsevol perspectiva. Puig Adam destacava que la versatilitat d’aquest material li havia
permes treballar amb els seus alumnes nombrosos continguts de la geometria espacial, com,
per exemple, la construccié de figures espacials amb cordills. A més, els Ilistons podien ser
substituits per teles metal-liques (figura 5), ja que aquesta modificacié no comprometia la
visibilitat del model (Puig, 1957).

Figura 5. Detall d'un geoespai amb tela metal-lica dissenyat per Puig Adam.
Font: Puig Adam (1958b, p. 114).

3.2. Curset sobre didactica de les matematiques per a professors no oficials

Des de la | Reunion de Estudio de Catedraticos de Matematicas (Redacciodn, 1956), el profes-
sorat oficial va comprendre que la millora de I'ensenyament matematic espanyol requeria la
implicacié de tota la comunitat educativa (tant de I'ensenyament oficial com del no oficial).
Per aix0, consideraven necessari que des del COD s'emprengués una «campanya renovadora
de la Didactica» dirigida expressament al professorat de centres d’ensenyament no oficial.
Se suggeria que el COD havia de proporcionar a aquests centres orientacio i bibliografia
especifica sobre els nous metodes d’ensenyament, i, en cas que fos necessari, havia d'afavorir
el contacte directe entre aquests centres i persones qualificades que poguessin oferir-los una
orientacié més individualitzada (inspectors del districte, catedratics de la localitat, llicenciats
especialitzats, etc.). Es considerava convenient que es fomentessin activitats per suscitar in-
terés per la renovacioé de la didactica matematica, com ara conferéncies, reunions d’estudi,
exposicions de materials o models didactics, exemplificacions de llicons d'aula, projeccions
didactiques, etc.

Davant aquesta demanda, el 1958 Puig Adam va dirigir un curs sobre didactica de les ma-
tematiques al batxillerat adrecat al professorat de I'ensenyament privat (Ensefianza Media,
1958). Amb aquesta activitat, que va ser organitzada pel COD entre el 14 de febreri 'l de
marg a I'Instituto San Isidro, es pretenia aportar orientacions didactiques i metodologiques
al professorat que impartia matematiques en centres privats i que no havia rebut formacio
especifica sobre la disciplina que ensenyava.

Puig Adamvaferdavantels cursetistes diverses llicons heuristiques en les quals van col-laborar
grups reduits d'alumnes que pertanyien a diferents cursos de I'Instituto San Isidro. Per posar-
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ne algun exemple, al-ludirem a una llico sobre simetries en el pla que va dur a terme amb
alumnes de primer curs de batxillerat i en la qual va emprar com a material didactic cartons
amb figures geométriques retallades; o bé a una altra llicé sobre volums de prismes i pira-
mides que va fer amb alumnes de segon i tercer curs de batxillerat i en la qual va utilitzar
el geoespai que porta el seu nom per representar, mitjancant gomes, la descomposicié del
prisma en tres piramides equivalents. Aixo va permetre als alumnes, segons el professor,
deduir I'obtencié del volum de la piramide a partir de la del prisma, regla que, fins a aquell
moment, era desconeguda per ells.

4, Reflexions finals

Les activitats de formacié que el COD va organitzar per al professorat de la disciplina de
matematiques entre 1955 i 1960 tenien un objectiu comu: posar en contacte el professorat
de matematiques d’ensenyament mitja (Redaccion, 1956). Segons Puig Adam (1958a, p. 11),
que va col-laborar de manera activa en aquesta tasca, la «base indispensable» de la formacié
continuada del professorat residia en «una intensa vida de relacién entre el cuerpo ensefan-
te». Que el desenvolupament de llicons model davant els assistents fos una activitat recurrent
en les reunionsi els cursos que Puig Adam organitzava, es corresponia amb la concepcié que
el catedratic tenia sobre com havia de fer-se la formacié didactica del professorat d’educacié
secundaria de matematiques, que, segons ell (1958a, p. 9), s'assemblava a «la adquisicion de
un arte, y que el artista, si no nace ya creador, sélo puede ir haciéndose a fuerza de contagio».

Puig Adam creia que per a la millora de I'ensenyament de les matematiques eren fonamen-
tals la implicacié i la formacié adequada del professorat. Seguia aixi les propostes de la Insti-
tucién Libre de Ensefanza (ILE), com va expressar Giner de los Rios en el discurs d’inauguracié
del curs 1880-1881: «dadme el maestro y os abandono la organizacién, el local, los medios
materiales; cuantos factores, en suma, contribuyen a auxiliar su mision. El se dara arte para
suplir la insuficiencia o los vicios de cada uno de ellos». Aquestes idees van ser també re-
collides en el decret de creacié de I'Institut-Escola, amb el qual Puig Adam va tenir relacié
a través del Seminario Matematico de la Junta de Ampliacion de Estudios (JAE). Puig Adam
considerava que l'organitzacié de reunions de seminari periodiques entre el professorat era
una eina eficac de canvi:

[...] el profesor aislado, en ambiente alejado de los grandes centros de cultura, pierde
contacto con el mundo cientifico en gestacion, deja de percibir sus latidos, como no se
alimente de tanto en tanto su comunicacién con él por medio de envio de revistas, or-
ganizacion de cursillos de ampliacién de conocimientos, intercambios, reuniones. Esta
formacion poscatedra es complemento necesario de la anterior [formacién inicial], y yo
diria que casi tan importante como ella (Puig, 1958a, p. 11).

Les idees metodologiques que es van exposar en aquestes reunions constitueixen la base de
les deu normes didactiques per a I'ensenyament de les matematiques en el batxillerat que
Puig Adam va elaborar el 1955. La importancia d’aquest «Decalogo de la didactica matema-
tica media» (Puig, 1955b) resideix en el fet que, després de la seva publicacio, va ser adoptat
pels professors d’educacié secundaria espanyols en I'exercici de la seva tasca docent i es va
presentar en la XIX Conferéncia Internacional d’Instruccié Publica (Ginebra, 1956), i, segons
Ausejo (2013), moltes de les conclusions d’aquesta conferencia coincidien amb les expressa-
des per Puig Adam en el seu decaleg. En I'actualitat, aquestes normes o orientacions meto-
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dologiques «constituyen una referencia obligada para todos los educadores matematicos en
el actual siglo xxi» ja que «trascienden en el tiempo, en el contexto de las transformaciones
que tienen lugar en la ensefanza de las ciencias» i, per tant, son un referent per a les noves
generacions de professors de matematiques (Arteaga, del Sol i Medina, 2021, p. 348).

L'evolucié de I'enfocament donat als ensenyaments (des de l'intuitiu i practic, amb intro-
duccio gradual del raonament, fins a arribar als métodes racionals) i I'is de materials com a
models (fomentant els relacionats amb la vida diaria) van ser temes d’interés en les activitats
de formacioé professional que es van dur a terme. Aquestes idees continuen les que Puig
Adam havia portat a la practica abans de la Guerra Civil i que es troben en els treballs que
va publicar sobre ensenyament de les matematiques des de 1926 fins a 1939 (Puig, 1926,
1927, 1979). S6n propostes concordants amb la practica de l'Instituto-Escuela de Madrid i
I'Institut-Escola de Barcelona. Puig Adam compartia moltes de les idees sobre I'ensenyament
de les matematiques de Josep Estalella, qui va dirigir I'Institut-Escola des de 1932 fins a la
seva mort, el 1938. Tots dos professors consideraven que les «activitats d’experimentacio»
exercien un paper fonamental en I'educacié matematica de I'alumne (Grup Cubic, 2019, p.
94), en el sentit que tot coneixement havia de ser obtingut mitjancant una accié que ho
provoqués. Josep Estalella va conferir a la institucid catalana un estil propi que va ser molt
benvolgut per Puig Adam. Mostra d’aixo és el fet que, quan el 1937 va haver d'abandonar
I'Instituto San Isidro de Madrid —a causa de la proximitat del front de batalla—, va sol-licitar
el seu trasllat com a professor a I'Institut-Escola. Després de la defuncié d’Estalella, en plena
Guerra Civil, Puig Adam va ser nomenat director del centre i va continuar en aquest lloc fins
a l'estiu de 1939, tractant de salvar I'obra d'Estalella en un institut que ja havia canviat el seu
nom pel de Verdaguer.

Les aportacions més personals de Pere Puig Adam en aquestes reunions estan lligades a
les seves propostes d’ensenyament matematic més caracteristiques: el métode heuristic i
els models dinamics. Puig Adam, com a membre de la CIEAEM, estava al corrent dels ave-
ncos que s'estaven duent a terme en diferents paisos sobre aquests aspectes i va propiciar
la seva difusio en la major part de les trobades que organitzava el COD per al professorat.
Amb I'execucié, davant els assistents, d’aquestes llicons heuristiques —en les quals utilitza-
va generalment models dinamics— Puig Adam pretenia proporcionar instruments de canvi
metodologic al cos docent. A més, la reflexié col-lectiva que es desenvolupava després de
cada intervencid, i que ell mateix fomentava, buscava que cada professor construis els seus
nous coneixements sobre I'ensenyament de les matematiques de manera activa, a través del
dialeg amb els altres, com feia ell en les seves classes amb els seus alumnes (Puig, 1956).
Aquesta és una conducta que esta en linia amb els objectius de la ILE: actuacié a través del
professorat amb accions per a una millor formacié del professorat.

Les conclusions que van sorgir d’aquestes reunions van donar lloc a propostes i idees in-
teressants que van poder orientar la Direccion General de Enseflanza Media, fet que va ser
corroborat per la revista Ensefianza Media quan va afirmar que els estudis i les conclusions
gue es van aconseguir en aquestes reunions van tenir el seu reflex en els cuestionarios de
matematicas que es van publicar el 1957 (Redaccién, 1960, p. 134).
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Resum

Des de fa molt de temps, el nostre
professorat de matematiques de totes les
etapes educatives no universitaries esta
compromeés en un procés de millora:
canviant enfocaments generals, ajustant els
continguts, enriquint metodologies,
atenent perfils d’alumnes diversos... S6n
una prova d'aquest esfor¢ les nombroses
activitats de formacié continuada i de
millora professional (en modalitats diverses
i, en molts casos, amb una gran participacid)
que es porten a terme, impulsades tant des
de I'’Administracié com des de les
associacions que tenim a Catalunya en el
camp de I'educacié matematicai que
encapcala la FEEMCAT (Federaci6 d’Entitats
per a I'Ensenyament de les Matematiques
aCatalunya). Entre aquestes activitats
destaquen els congressos catalans
d’Educacié Matematica, C2EM, del 2016
(Barcelona) i del 2020 (Reus-Tarragona). En
redactar aquestes pagines s’han tingut en
compte les conclusions del primer, els
reptes formulats en el segon i les linies
d'impuls treballades entre els dos.
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Abstract

For a long time, mathematics teachers in all
non-university educational stages have been
engaged in a process of improvement:
changing general approaches, adapting
content, enhancing methodologies,
addressing different student profiles, etc.
Proof of this endeavour is found in the
numerous activities and events dedicated to
continuing professional development and
improvement (in various modalities, and
often with great participation) promoted both
by the government and by associations in
Catalonia specialised in mathematics
education, headed by the Federacié d’Entitats
per a 'Ensenyament de les Matematiques a
Catalunya (FEEMCAT, Federation of Entities
for the Teaching of Mathematics in
Catalonia). Amongst those events, two
editions of the Catalan Congresses on
Mathematical Education, CCEM, held in 2016
(Barcelona) and 2020 (Reus-Tarragona),
stand out. In this paper, the conclusions of the
former, the challenges outlined in the latter,
and the initiatives developed by both are
considered.

1. El present escrit esta basat en la conferéncia amb el mateix titol (adaptacié matematica d’'una coneguda
frase sovint atribuida a Marjane Satrapi) que els autors van impartir en el CESIRE-CREAMAT el dia 23 de febrer de 2023
en ocasid de la presentacié dels nodes d'impuls matematic (NIM).La conferéncia es pot visionar a https://ja.cat/hmCll.
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1. Per qué ensenyem matematiques? La guineui lI'aliga

A més del creixement personal, un dels objectius generals de I'educacié és fer de pont entre
I'individu i la cultura de la societat a la qual pertany. | no s'espera que només s'atenguin els
aspectes transmissius d'aquesta cultura (fer-nos receptors-coneixedors). L'objectiu va més
enlla. Es pretén que el coneixement que s'obtingui sigui reflexiu i, a la vegada, actiu, trans-
formador: que possibiliti el desenvolupament d’'una capacitat critica i I'assoliment d'unes
capacitats que permetin fer aportacions enriquidores per al’evolucié i el progrés de la propia
cultura.

Sense entrar en definicions precises, podem entendre la cultura com un conjunt compartit
de sabers, de formes de fer i pensar, i de valors. Sovint el terme «cultura»té cognoms: cultura
general, cultura cientifica, cultura artistica... Fins i tot de vegades, cognoms molt especifics:
cultura de sostenibilitat, cultura de génere... Lamentablement, no és tan freqiient sentir a
parlar de cultura matematica. Malgrat que el terme «enculturacié matematica» va apareixer
amb una certa forca als anys norantadel segle passat, per exemple, ambAlan Bishop,? encara
s’ha d’estendre més la idea que part de la nostra feina com a docents és facilitar I'entrada
de I'alumnatal mon de la cultura matematica. Si assumim aquest objectiu cultural, assumim
també, en consequiencia, el de decidir quins sabers, quines formes de pensar i quins valors
volem conrear en el nostre alumnat. No és el lloc de fer una llista exhaustiva, pero podem
destacar-ne alguns.

Entre els valors relacionats amb la matematica podem esmentar, per exemple, I'estima pel
repte, la constancia en la resolucié d’'un problema, I'actitud d’interrogacié continua, el rigor,
la consciéncia del pes de I'argumentacié logica (del racionalisme), el reconeixement de la
importancia de la quantificacié i la mesura, el conreu de la mirada matematica, I'apreciacié
de la seva bellesa... Bishop.? (1988) afirmava que «una educacié matematica no és educa-
Ci6 si no contribueix gens al desenvolupament de valors. I, anant més enlla, es demanava si
«potser aquesta és una diferéncia crucial entre formacié matematica i educacié matematica».

Sobre els sabers matematics, hem de fer algunes reflexions prévies. En primer lloc, usualment
parlem de sabers de dos tipus: conceptes i procediments. En I'antiga matematica grega, una
matematica fundacional, segons la manera que entenem les matematiques encara avui dia,
diferenciaven entre mathema, referida a la ciencia i el coneixement, i logistica, de caracter
operatiu. Ens podem preguntar sobre I'equilibri de la preséncia de totes duesa les nostres
aules. Segurament veurem que la logisticaencara ocupa una quantitat excessiva del temps
escolar. El matematic John Allen Paulos.* declarava en una entrevista: «<No té cap sentit edu-
car a ningu per competir amb una calculadora de cinc dolars que, a més, sempre guanyara».
En la nostra defensa de I'educacié en la cultura matematica hem d’ampliar els sabers més
classics que acostumen a aparéixer als curriculums o llibres de text. Cal considerar també

2. Bishop, Alan J. (1999). Enculturacién matemdtica: La educacién matemadtica desde una perspectiva cultural.
Barcelona: Paidés.

3. Bishop, Alan J. (1988). «<Mathematics education in its cultural context».Educational Studies in Mathema-
tics,19/2,179-191.

4. Entrevista al diari £l Pais (17/5/2000): https://ja.cat/sUNOI.
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altres sabers, com els relatius a la historia, la preséncia de la matematica en I'entorn,la seva
utilitat, les seves caracteristiques internes (quin paper tenen les definicions, els axiomes, les
conjectures, les demostracions, els teoremes... ). Després tornarem a parlar sobre aquesta
doble visié de la matematica.

El tercer conjunt de components d'una cultura que hem destacat és el de les formes de pen-
sar i de fer. Cal educar en el pensament matematic. Per exemple, en les estrategies de reso-
lucié de problemes, en l'aplicacié del raonament logic (inductiu i deductiu), en la cerca de
patrons (demanar-nos: que és igual?, qué és diferent?, qué es manté?, que varia?, com?), en
I'aprenentatge de la modelitzacié de situacions...

Un cop plantejat el queé cultural que cal incorporar en I'educacié matematica, toca decidir el
com. Sembla clar que el com ha de tenir un fort component constructiu per part del mateix
alumnat, que ha de partir de la seva accié matematica. També tenim clar que la linia didactica
per tractar a l'aula, tant els sabers com el pensament matematic, passa per I'atencié als pro-
cessos: resolucio de problemes, raonament i prova, comunicacio, representacié i establiment
de connexions. Aquests processos ens ajudaran tant a incorporar els sabers com a formar en
el pensament matematic.

Cultura
matematica

Educacio

Resolucio de problemes

Raonamenti prova e
Connexions pensar

Comunicacio i representacio

No voldriem concloure aquest apartat sense destacar un aspecte de la matematica i, en con-
seqliéncia de I'educacié matematica, que ens sembla cabdal. Mogens Niss, matematici espe-
cialista en educaci6 danés, afirmava que «Les matematiques a I'escola es converteixen no tan
sols en capacitat tecnoldgica a les fabriques, siné també en qualitat de les democracies».®> En
poques paraules s'apunten els dos tipus d'aportacio que, fonamentalment, I'educacié mate-
matica fa a la formacié dels ciutadans: donar eines potents que els seran Utils per entendre
i interactuar amb el moén que els envolta i posar al seu abast un formidable cos de conei-
xements, solid i coherent, que educa el raonament i posa de manifest la necessitat de la
fonamentacié racional de les idees. Es tracta de dos aspectes de la matematica que ens con-
viden a comparar-la amb dos animals: la guineu i I'aliga.

5. Entrevista a «La Contra» de La Vanguardia(20/5/2005).
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« La guineu coneix bé el seu entorn, sap on trobar aigua i menjar, sap on fer un cau. La
matematica és guineu quan mostra el seu aspecte més instrumental: la seva aplicacid,
la seva capacitat per construir models...

« L'aliga s’eleva cap al cel tal vegada pel simple gust de contemplar paisatges amplis-
sims,tal vegada per augmentar la seva potéencia i precisié quan es llanca sobre una
presa. La matematica és aliga quan, amb les potents ales de la ldgica, s'eleva cap al cel
de l'abstraccio i desenvolupa idees que potser seran d’enorme potencia per resoldre
un problema concret.

L'educacié matematica hauria de buscar oportunitats per anar projectant aquestes dues ca-
res que son indissociables i que Lluis A. Santal6.% posava de manifest amb paraules molt
belles: «Les seves aplicacions sén essencials per a moure’ns en la vida i les seves concepcions
alimenten allo més pur de I'esperit».

Des d'aquesta perspectiva son benvinguts els projectes STEAM (de I'anglés science, techno-
logy, engineering, arts i mathematics). Perd hauriem d’evitar una certa invisibilitat o un reduc-
cionisme merament instrumental o mecanicista de la matematica, de la qual hauriem de tenir
cura que també es visualitzessin la bellesa intrinseca, I'estructura global i la connexié de les
seves idees, els aspectes abstractes i les bases del seu valués i potent llenguatge formal. No
hauriem d’oblidar I'aliga que pot aportar ales per volar lluny.

2. Els processos

No entrarem, per qliestions d’espai, en I'explicacié dels processos. Pero ens agradaria po-
sar només un exemple d’'un problema per mostrar les seves possibilitats per activar sabers i
pensament.

El problema és el seglient:” <A Mocambic, per delimitar el terreny rectangular que ha d’ocupar
una cabana, s'utilitzen quatre cordes de la mateixa longitud lligades per un dels seus ex-
trems».

6. Santald, Lluis A. (1975). L'educacié matematica avui. Barcelona: Teide.
7. «Delimitant el terreny per fer les cases a Mogambic». Blog del Calaix +ie: https://ja.cat/3NNLE.



juny 202423

Per tenir un problema no només hem de tenir una situacio, sind, com a minim, una pregunta.
Mirem algunes de les que ens podem fer:

o Com hem d'utilitzar les cordes per obtenir un rectangle?

o Com sén els perimetresiles arees dels diferents rectangles que podem obtenir? Iguals?
Diferents? Si és aixi, com varien? Maxims? Minims?

« | siaugmentem les longituds de les cordes? Com creixen els perimetres i les arees dels
rectangles en comparacié amb el cas anterior?

« | siutilitzem cordes de mides diferents? Quins poligons obtindrem?

Els sabers implicats apareixeran o no segons les preguntes investigades, i els processos asso-
ciats dependran molt de la gesti6 de l'aula. A la taula seglient en recollim alguns.

[P: resolucié de problemes; R: raonament i prova; Cn: connexions; Re: representacio; Co: co-
municacio]

Problema
Longitud, angles, mesura
Caracteristiques del rectangle
Sabers Perimetres i arees del rectangle

Funcions de diferents tipus (lineals, quadratiques, trigonométriques...)
Classificacié de quadrilaters

e Estrategies de resolucié com particularitzar, generalitzar...
e Us de relacions geometriques i d’eines trigonomeétriques

e Comprovacio de resultats i valoracié de la seva plausibilitat
e Formulacié de noves preguntes

Processos P

e Elaboracié i comprovacié de conjectures
e Justificacié de les descobertes

e Relacions entre perimetres i arees, diagonals, angles...

Cn . . L. e
e Amb disseny i construccié (etnomatematica)
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Experimentacié amb materials i/o GeoGebra, role-play...
Esquemes

Taules

Grafiques de funcions

Re

e Utilitzacié precisa del llenguatge matematic per descriure les idees geo-
meétriques que es posen en joc.

Co | e Explicacié de procediments i conclusions (oralment, per escrit, amb mu-

rals...) per compartir i enriquir coneixements i deixar constancia de la

feina feta.

3.7,4 accions

Tota accié necessita un actor que la porti a terme. En aquestes propostes diferenciarem prin-
cipalment tres responsables per fer-les realitat: I’Administracio educativa (AE), les universitats
(UN) i els mateixosdocents (DO).Cal aclarir, perd, que mai entenem que hagin de ser actors
independents: és imprescindible una col-laboracié i, fins i tot, complicitat entre tots tres.

1. Emmarcar. Cal un marc administratiu que afavoreixi millores en I'educacié matematica (AE)

Una de les responsabilitats clares de I’Administracié educativa és I'elaboracié del curriculum
obligatori. Pero cal que aquest estigui d’acord amb els temps en que vivim i estigui actualitzat
en les linies confirmades per la recerca educativa i les propostes de la comunitat matematica.
Ha de ser un curriculum dialogat amb interlocutors solvents. A Catalunya ja s’ha actuat en
aquesta linia, fins al punt que el curriculum catala ha estat un dels inspiradors del de la Llei
organica 3/2020, de 29 de desembre, per la qual es modifica la Llei organica 2/2006, de 3
de maig, d’educacié (LOMLOE). També és cert que aquests curriculums, per raons purament
politiques, no estan tenint prou estabilitat. Entre el 2007 i el 2022 hem vist tres curriculums
diferents. Encara que podem seguir una linia evolutiva de I'un a l'altre, cal reconeixer també
que un curriculum no només es publica, siné que s’ha d’estendre, entendre i mantenir un
temps suficient. | tot ha d'anar acompanyat de plans formatius extensius.

Una altra funcié administrativa és I'assignacio d'un temps escolar especific i suficient a les
matematiques. Ni el curriculum més perfecte té sentit si no se li assignen un temps i uns
mitjans que permetin desenvolupar-lo. El temps, en educacid, és un bé limitat: les bones
didactiques requereixen temps. | la manca de temps pot comprometre els millors proposits
curriculars. El marc horari actual permet unes modificacions horaries que han arribat a reduir
al minim, en alguns centres, el temps especific de I'area, sense estar sempre prou compensat
per com es tracten les matematiques en I'espai dels treballs de caracter interdisciplinari.

Per altra banda, sabem, basant-nos en les evidéncies de la recerca educativa, que és cab-
dal que els centres tinguin una linia metodologica comuna, compartida. | que aquesta li-
nia es mantingui entre les diferents etapes educatives. Perd aixd no cau del cel: cal donar
temps als centres per treballar conjuntament aquestes linies. Una ajuda important a la crea-
ci6 d’aquesta linia metodologica comuna és el reconeixement, a I'educacié primaria, de per-
sones referents de centre que tinguin, entre les seves responsabilitats, la coordinacié dels di-
ferents nivells. A I'educacio secundaria hi ha especialistes i departaments que donen el marc
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peraaquesta possible coordinacio. Pero als centres de primaria aquesta figura de l'especialista
és actualment inexistent.

En la mateixa linia anterior és important que I’Administracié també promogui i doni suport a
I'existéncia de xarxes territorials que impulsin la millora de I'educacié matematica. En aquest
sentit, actualment s’estan fent alguns petits passos, com els NIM (nodes d’'impuls matema-
tic)organitzats pel CREAMAT, Centre de Recursos per Ensenyar i Aprendre Matematiques, i
els centres de recursos pedagogics (CRP).2

2.Formar. Cal cuidar la formacié permanent i la formacid inicial (DO-AE-UN)

L'ofici d’ensenyar —i, en concret,ensenyar matematiques— és complex. Necessariament, re-
quereix una actitud, una sensibilitat, una voluntat que, en definitiva, és el que ens fa entrar
cada dia a I'aula amb una il-lusié renovada. Pero aixo no és suficient.

Cal disposar d’'un coneixement matematic solid: no tan sols dels continguts que cal tractar
a classe, sin6 de continguts més avancats que ofereixin una perspectiva més amplia de la
matéria, incloent-hi aspectes de cultura matematica com, per exemple, els historics. No dis-
posar d'aquesta base pot provocar que el docent se senti incomode davant de la classe, que
no tingui prou clar cap a on vol avancar i com; que no pugui treure tot el profit docent de les
situacions imprevistes que sorgeixen a classe, de la contingéncia.

Cal tenir un bon coneixement didactic que ajudi a interactuar positivament amb els alumnes,
a entendre els seus processos d'aprenentatge i a disposar d’'una amplia base de recursos de
tipus diversos per a I'ensenyament de la matematica: materials, tecnoldgics, comunicatius,
de dinamica de grups... No disposar d'aquest bagatge compromet la possibilitat de fer canvis
metodologics profunds, efectius i duradors.

Aquests coneixements s’han d’adquirir, solidament, en la formacio inicial de mestres i pro-
fessors i, inexcusablement, s’han d'anar actualitzant al llarg de tota la vida professional.

En la formacio inicial crida I'atencié el contrast entre I'émfasi que es posa en la formacio
dels mestres d'educacio infantil i primaria i el que es posa en la formacio del professorat
d’educaciésecundaria:

En la formacid inicial de mestres es treballen molt els aspectes pedagogics, perd no es de-
dica prou atencié al coneixement matematic a través de I'experiéncia directa de «fer mate-
matiques». En aquest sentit, seria important recuperar I'especialitat de matematiques en les
facultats d’Educacio.

Si ens referim a I'educacié secundaria, hem de reconéixer que tenim facultats amb mencions,
dobles graus, itineraris especifics de matematiques i altres disciplines, perd no n’hi ha cap
de matematiques i educacid. Hi ha joves que desitgen fer de I'educacié matematica la se-
va professié i el nostre sistema els necessita. Ens podem permetre que la seva disposicié i

8. NIM (Web Creamat): https://ja.cat/v5yUV.
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aptitud i la necessitat social no es trobin? Actualment la formacié inicial del professorat de
secundaria passa per un master que té un cert marge de millora (quant a la durada, el model
i 'extensid de les practiques). Tant de bo, algun dia, en les nostres universitats, hi hagi un
grau especific d’educacié matematica per formar professorat de secundaria, amb una solida
preparacié matematica i didactica. | tant de bo hi hagi un procediment d'incorporacio a la
professié docent cada vegada amb més acompanyament i suport.

Totes les professions, i especialment les que actuen en camps d’evolucié rapida,com ho és
I'educacio, requereixen un procés continuat de formacié que és garantia de qualitat i motor
d'innovacié. Des de I'’Administracié educativa cal promoure i acompanyar els processos de
millora a través de models de formacio permanent propers a l'aula, territorialitzats, enllacats
en xarxa... En particular, els canvis substancials en el curriculum haurien d’anar acompanyats
d'una formacié especifica, prescriptiva i generalitzada.

3.Escoltar per aprendre’n. Fent xarxa guanyem qualitat, bon fer, ofici (DO-AE-UN)

Cada docent ha de cercar els seus referents per anar trobant, dins de la linia general del
centre, el seu propiestil: referents viscuts com a alumne, companys de feina docent, adoptats
a partir de lectures, formacions...

Pero no estem sols. Hem d’assumir una cultura de compartir per créixer professionalment i
contribuir al creixement dels altres. Cal donar valor al fet de crear xarxa i al fibrat associacio-
nista. Aquest fibrat, en I'ambit de les matematiques, és molt ric i no té parangé amb el d'altres
ambits educatius.

En un altre camp, I’Administracié també ha d’escoltar. | pot fer-ho tenintla FEEMCAT, per
exemple i entre altres, com un dels interlocutors més potents. Per aconseguir-ho també hau-
ria de ser objectiu de la FEEMCAT, a més del seu propi creixement pel que fa asocis i accions,
adrecar-se a I’Administracié amb tota la forca possible i des de I'autoritat que donen la quan-
titat de persones associades, I'abast territorial i la diversitat, la repercussié i qualitat del seu
treball. També és important que I'’Administracié doni suport a aquestes accions (de la FEEM-
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CAT o d‘altres grups, associacions o institucions), tant a les que ajudin a escoltar-se entre
docents (jornades, congressos... ), com a les de dinamitzacié de I'alumnat (Proves Cangur,
Fem Matematiques, Estalmat, Anem x + Matematiques, MMACA i un llarg etcétera).

| encara ens agradaria afegir un altre aspecte en aquest punt. Cal que els resultats de la recer-
ca educativa arribin als centres. Els ponts que connecten recerca i practica son encara forca
escassos i febles. Aixo seria una millora perals dos camps, perquée un pont és bidireccional
i aixi es retroalimentarien. La universitat té un paper important en aquest terreny. L'escola
vol contribuir a construir una societat del coneixement, pero a vegades té dificultats a I'hora
d'usar el coneixement per a la seva propia millora.

4. Enriquir. Processos i millora d‘activitats (DO)

Esimportant ensenyar matematiques a través d'activitats riques, de situacions d’aprenentatge
rellevants i matematicament significatives. Hi ha criteris que ens poden ajudar a enriquir
activitats i que hauriem de tenir sempre presents:

1. Intentar que les activitats que portem a classe siguin de terra baix (facils d'accedir-hi,
no excloents), de sostre alt (permeten avanc¢ar molt, no limiten) i d’espais amples (per
permetre el progrés des de diferents estils d'aprenentatge). Haurem de conjugar més i
ressignificar els verbs abaixar, apujar i eixamplar.

Abaixar
Apujar

Eixamplar

2. Donar als processos la importancia que tenen en l'accés als sabers i al pensament ma-
tematic. Orienten metodologicament sén palanques d’enriquiment d’activitats:

e Laresolucié de problemes ha d’estar al centre de I'educacié matematica. No es tracta
tan sols d’ensenyar per resoldre problemes i d’ensenyar sobre la resolucié de proble-
mes, sind que cal ensenyar a través de la resolucié de problemes rics, matematica-
ment rellevants, ben contextualitzats... Els bons problemes, ben treballats, sén grans
constructors de coneixement matematic!

e El raonament hauria d’estar sempre present en I'educacié matematica transmetent
implicitament o explicitament el fet que és el que dona solidesa al cos de les mate-
matiques. Els «...per qué?»i els «i si...?» sén excel-lents invitacions a raonar.

e Les connexions sén un dels aspectes més seductors de la matematica en dos sentits:

— Les connexions internes trenquen les fronteres entre els blocs tematics classics
perque mostren la coheréncia interna, la unitat del coneixement matematic. Cada
connexioé és una oportunitat didactica, especialment si és amb elements geome-
trics que ofereixen possibilitats de visualitzacio.
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— Les connexions externes ens ajuden a veure la matematica que hi ha en el que ens
envolta, a través de la seva preséncia o de la seva aplicacié. Sén oportunitats per
apropar-nos als models matematics, per discutir sobre I'exactitud i I'aproximacié...
perqueé ja no sigui necessaria la pregunta «...i aix0 per a qué serveix?».

e La comunicacié i la representacié ens conviden a donar importancia a I'expressio de
les idees amb paraules, amb simbols, amb grafics, amb taules, amb esquemes... No
tan sols per compartir idees matematiques amb altres persones (compartint cons-
truim coneixement), sind també per millorar la mateixa comprensié d’aquestes idees
(ordenant conceptes i descobrint relacions).

5.Escollir. Cal triar i gestionar bé les activitats (DO-AE)

En un punt anterior hem parlat de la necessitat d’'escoltar i buscar els nostres referents. En
aquest apartat hi afegim la de coneéixer i explorar els bancs d'activitats. Actualment tenim
la sort, gracies a les noves tecnologies de la informacio, de poder accedir facilment a una
gran quantitat de propostes educatives. Només per esmentar algunes fonts,tenim webs com
les de NRICH, CREAMAT, Banc de Recursos del Fem Matematiques, ARC, PuntMat... Pero cal
tenir criteris d'eleccié: personals i generals. Per exemple, la riquesa de I'activitat. En el docu-
ment de la Comissié d'Impuls de les Conclusions del C2EM sobre «activitats de referéncia»
(2018) es planteja la llista de criteris seglient, que ens pot ser orientadora sobre com ha de ser
I'activitat: accessible per a I'alumnat, significativa, matematicament rellevant, activadora del
pensament matematic, extensiva, replicable,objecte de multiples enfocaments i representa-
cions, i fomentadora de la col-laboracié i la discussié en un marc de reflexié.

En aquest epigraf també voldriem destacar que, en les nostres tries, hem d’evitar donar una
visié reduccionista de les matematiques. Per exemple, si hem d’exercitar alguna practica, no
cal limitar-se a tasques purament reproductives, orientades a I'automatitzacio, sind que po-
dem trobarvariants que,amés, convidinaferalgunamenadereflexié o descobertaparal-lela, el
que es coneix com a «practiques productives». Per exemple, no és el mateix proposar una
llista de restes que demanar quantes restes diferents es poden fer a partir de quatre nimeros
concrets, operacioé que pot portar a la formulacié de tot un conjunt de preguntes noves (quin
és el resultat més gran, quin és el més petit, quants resultats diferents hi ha...). Aquesta visid
reduccionista pot aparéixer «perillosament»en un altre terreny:en molts treballs de carac-
ter interdisciplinari. Si no s'aprenen matematiques noves i només ens limitem a fer calculs
reproductius, més o menys complexos, o grafics estadistics dels més usuals, només estem
potenciant una visié empobrida de la instrumentalitat de les matematiques.

Pero quan parlem d’escollir, no ens referim només a la tria d'activitats. Hi ha tot un conjunt
de decisions per prendre referides a com farem les activitats a l'aula: quins materials uti-
litzarem?,que farem individualment?,que farem en grup?,com ho farem?... A més d’aquests
aspectes, és també bo preveure com seran les nostres preguntes i intervencions, com inten-
tarem guiar el desenvolupament de l'activitat cap als objectius que ens hem marcat. També
sabem que sorgiran contingéncies i que haurem de parar atencié en les que puguin ser in-
teressants. Fins i tot caldra recollir-les per incorporar-les al nostre llistat de possibles inter-
vencions futures si repetim l'activitat. De fet, es tracta d’anar construint de mica en mica el
nostre propi banc de recursos,de recollir el que sigui educativament interessant i proper a la
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nostra manera de fer.

Ens acabem de donar molta feina com a docents. Quin acompanyament ens pot donar I’Ad-
ministracié? La creacio i difusié de bancs de recursos, facilitar I'accés a activitats diversifica-
dament modelitzadores, la creacié de xarxes per compartir materials entre iguals... També en
té, de feina!

6. Cal experimentar (D0)

Estem convencuts quel’educaciéo matematica hade tenirunfortcomponent d’experimentacio
(amb materials manipulables, amb role-plays, amb jocs, amb aplicacions de geometria di-
namica com el GeoGebra, amb fulls de calcul, amb entorns de programacié com Snap! o
Scratch, fins i tot amb paper i llapis...). Henri Poincaré afirmava:«Només hi ha dos metodes per
a ensenyar fraccions: tallar, encara que sigui mentalment, un pastis, o fer-ho amb una poma.
Amb qualsevol altre métode d’ensenyament els escolars prefereixen sumar numeradors amb
numeradors i denominadors amb denominadors».® L'experiéncia no s'oposa a l'abstraccio,
sind que pot ser un dels camins més directes per arribar-hi. El fisic i fildsof austriac Ernst Mach
deia que «la manera més efica¢ de pertorbar el procés d'abstraccié consisteix a abracar-lo
abans d’hora».'® Les activitats d’experimentacié a classe de matematiques no sén simples
anecdotes, ni trivialitzen; al contrari, permeten treballar continguts avancats conjecturant,
explorant, descobrint, conceptualitzant (posant paraules als processos realitzats o a les idees
descobertes) i, si cal, demostrant i formalitzant.

Formalitzar
(si escau)

Conceptualitzar

Experimentar Descobrir

Noves preguntes

Formalitzar
(si escau)

Experimentar Descobrir Conceptualitzar

Novespreguntes

Les experiéncies poden respondre a diverses intencions didactiques. Per exemple, sén utils
per:

9. Citat per Arnold, Vladimir I. (1998). «<Models matematics durs i models matematics tous». Butlleti de la
Societat Catalana de Matematiques, 13/1,7-26.
10. Citat per Sigmund, Karl (2023). El suefio del circulo de Viena. Barcelona: Shackleton Books.
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« Motivar: la corda de dotze nusos que s'emprava a l'antic Egipte per construir angles
rectes.

« Simular:la maquina de Galton per simular la distribucié binomial i la campana de Gauss.

« Construir: fer un triangle isosceles plegant paper o tracar coniques amb fils i regles.

« Demostrar: justificar la paritat dels resultats de les sumes de parells i senars amb cu-
bets encaixables.

« Mostrar: observar la coincidéncia de la suma dels angles de triangles retallant els an-
gles de diferents triangles fets en paper i posant-los adjacents.

« Plantejar i resoldre problemes: establir patrons en el nombre de cubets encaixables
que formen una successio de figures policubiques construides amb un determinat cri-
teri.

« Visualitzar: les mediatrius en diagrames de Voronoi aproximats mitjangant Lacasitos i
aigua.

o Aplicar: utilitzar el teorema de Thales per entendre la reduccié que es produeix en
dibuixar el contorn d'una cara sobre un mirall.

La importancia de I'experimentacié en I'ensenyament de les matematiques es recollia en
el repte 5 del C2EM 2020:«Potenciarem la creaci6 de laboratoris de matematiques als nos-
tres centres considerant-los un element important en la creacié d’ambients propicis per a
I'experimentacion.

7.Respectar. Tothom pot fer matematiques (DO)

Aquest terme, «respectar», referit a 'alumnat, va molt més enlla del respecte a la persona,
a la seva forma de ser i a les seves creences. També va més enlla del respecte al seu ritme
d'aprenentatge, que és evident que no és el mateix per a tots els alumnes. Una de les mos-
tres més importants de respecte enversells és la confianca en les seves possibilitats. Sovint,
sense adonar-nos-en, som els mateixos docents els que posem els limits del que poden fer
i del que no. Subestimem les seves capacitats. Un exemple flagrant és que sovint, quan un
grup d'alumnes té dificultats, se’ns suggereix (normalment des d'algun estament extern) un
enfocament adrecat al reforg exclusiu de les mecaniques, prescindint de la comprensid. Ens
diuen que I'important és el saber fer, no el saber. Es aixd un exemple de respecte als alumnes?
Es cabdal ajudar-losa anar agafant confianca i consciéncia de les propies capacitats matema-
tiques. Tothom pot, en un grau o un altre, fer matematica. La tria i la gestié de les activitats
(acci6 5) té una gran importancia en l'assoliment d’aquesta autoconfianca. Pero entre els
aspectes de gestié n’hi ha un que, per la seva importancia, mereix una atencié especial: el
tractament de l'error... i de I'éxit!

a) Gestionar constructivament l'error

En una situacié d'aprenentatge, I'error ha de ser un material de construccid, cal treure-li el
caracter devaluador que sol acompanyar-lo. Adaptant una idea d'Oskar Cymerman, podriem
dir: <Esperem els errors, acollim els errors, respectem els errors, analitzem els errors, corregim
els errors i aprenguem dels errors».!’ Si només ens dediquem a encadenar constatacions

11. Adaptat d'un poster d’Oskar Cymerman: https://ja.cat/PFZelL.
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negatives d'errors, hi haura alumnes que entraran en una espiral de desconfianca respecte de
les seves possibilitats matematiques i acabaran dient la massa coneguda frase «jo no serveixo
per ales matematiques». Com a societat, no ens ho podem permetre. Suggerim posar atencié
en els mots: potser hauriem d’emprar amb més cura la paraula «error» i de donar més joc a la
paraula «errada». N'hi ha prou amb consultar el diccionari de I'Institut d’Estudis Catalans per
veure que la diferencia és evident:

Error

1 7 Accié d’allunyar-se del ver, del just.[...]

1 2 Concepte, opinid, doctrina, que no esta conforme a la veritat. [...]

2 1 Diferencia entre un valor estimat d’'una quantitat o d’una expressié matematica i el
seu valor exacte.

Errada

Accié d'errar o equivocar-se; I'efecte. [...]

b) Ser proveidors d’exits

Res no és més motivador que I'éxit, per petit que sigui. En el dese punt del seu decaleg
(1955),'2 Pere Puig Adam escrivia:«X. Procurar a qualsevol alumne éxits que evitin el seu desa-
nim».Més de seixanta-cinc anys després,en diverses ocasions hem sentit a dira Charlie Gilder-
dale (Universitat de Cambridge) que «en una classe de matematiques hi ha molts camins per
a que els alumnes tinguin oportunitats d’éxit». Estem convenguts que mestres i professors
hem de ser proveidors d'éxits per als nostres alumnes, amb reptes progressius ben ajustats,
perqué requereixen cert esforc, perd que siguin assolibles. Es el millor cami per anar aportant
confianca sobre les possibilitats de cadascu en 'ambit de les matematiques i per aconseguir
una major implicacio en el seu aprenentatge.

7,4.Sumar (DO-AE)

Potser sorprén trobar un decimal encapcalant el nimero d’aquesta accié. Es una petita li-
céncia que ens permetem per indicar que I'accié no esta només en mans dels nostres actors
principals fins ara: docents, Administracio i universitat. Ara necessitem que s'hi afegeixin al-
tres estaments del que podriem anomenar la societat general i que, amb anim de concretar,
podem particularitzar en les families, els mitjans de comunicacié i la comunitat matematica
(més enlla de I'educativa). Cal canviar no només la imatge social que es té de les matema-
tiques, sind la imatge tradicional del que és el seu ensenyament-aprenentatge: el qué i el
com. En aquesta linia, també des dels centres tenim un grau de responsabilitat en el canvi
sobre aquesta percepcié encarcarada. Podem ajudar a visibilitzar que les matematiques sén
molt més que «mecanismes misteriosos només aptes per a una selecta part de la poblacié»,
fent divulgacié amb petites exposicions, presentacions o videos del treball de I'alumnat. Les
revistes o blogs dels centres poden ser també un bon vehicle de popularitzacié. Per altra
banda, es pot explicar a les families el projecte educatiu matematic del centre per a l'ambit de
les matematiques. Potser aixi podrem esborrar el record personal que pares i mares puguin
tenir dels models d’ensenyament més tradicionals d'aquesta area.

12. Puig Adam, P. (1960). La matemadtica y su ensefianza actual. Madrid: Ministerio de Educacién Nacional.
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Quant a I’Administracio, hi ha un deure pendent clar: crear un espai web d'informacié i suport
a les families, basat en els enfocaments i les maneres de fer actuals en educacié matematica.

4, Cloenda

En aquest tancament de l'article ens agradaria recordar les paraules de I'enyorat periodista
Joan Barril (1952-2014):'3

[...] és curiosa la normalitat amb qué s’admet que els nens de totes les edats ma-
nifestin el bloqueig mental a les matematiques [...]. Jo també era d’aquests. | I'edat
m’ha portat a creure que els nimeros sén menys traidors que les paraules. M'alimento
d'aquestes pero sén ells els que em tranquil-litzen. Les matematiques ens permeten la
comprensio d'allo que els sentits ni sospiten. Les matematiques sén el verdader idioma
universal que salta continents i que unifica el saber de segles [...]. Les matematiques s6n
I’eina que ens permet veure el que ni tan sols intuim. Es mereixen un plus de prestigi.
La vergonyai el dolor de I'analfabet van més enlla de la lectura.

Ens engresquem’* a continuar amb forca el cami de millora de la nostra educacié matemati-
ca? Tothom, des de la seva escola, des de la seva aula, des de la seva responsabilitat, des de la
seva familia, pot aportar-hi el seu esfor¢ i la seva il-lusié. Hi ha una frase, atribuida a Eduardo
Galeano, amb la qual ens podem identificar:<Mucha gente pequena, en lugares pequeios,
haciendo cosas pequeias, puede cambiar el mundo».

ens engresquem?

exe-e%-7,4

13. Barril, Joan, «La gran eina». La Vanguardia (17/9/2004).

14. Encara que no sempre és bo revelar els petits jocs amagats en un text, ens agradaria explicar aquest.
Mentre preparavem la xerrada en qué es basa I'article, Laura Morera ens va fer observar que 27,4, el nostre nombre
d’accions. La conferéncia acabava amb una petita animacio on les dues lletres e que encapgalaven les paraules «Ens
engresquem?» es transformaven en la igualtat esmentada.
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Cap a on va l'ensenyament
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Jordi Deulofeu Piquet
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jordi.deulofeu@uab.cat

Resum | Abstract

Aquest article, des d’'una mirada positiva del | Adopting a positive viewpoint on the future of
futur de I'educacié matematica, reflexiona | mathematical education, this article reflects
sobre 'estat de les propostes actuals | on the state of current proposals focused on
centrades en I'aprenentatge competencial i | competency-based learning and meaningful
les situacions d’aprenentatge significatives | learning situations in the classroom. The
al'aula. La formacié del professorat de | training of mathematics teachers is key to
matematiques és clau per millorar el | improving the educational system. Although
sistema educatiu. Tot i que s’han fet | progress has been made, there is room for
progressos, hi ha un marge per millorar el | improvement in the current model. For
model actual, per exemple, amb més | instance, more classroom practice in the
preséncia de practiques a l'aula en el Master | master’s degree in Teacher Training, and
de Formacié del professorat o amb la | continuing professional development are
formacio continuada. Part dels reptes | recommended. Outlines of some of the
rellevants els trobem recollits en | important challenges can be found at
https://ja.cat/ReptesC2EM. Cal que | https://ja.cat/ReptesC2EM. It is necessary to
dissenyar una agenda per poder treballar | design an agenda around which we can work
plegats i el Congrés Catala d’Educacié | together, and the Catalan Congress on
Matematica (C2EM) és un bon espai per | Mathematical Education (C2EM) is the ideal
fer-ho. | placeto do so.

1. Introduccié

Vull comencar agraint I'oportunitat que els editors del NouBiaix m’han ofert de participar en
aquest numero tan especial de la revista. Arribar al nimero 50 és una fita important i un bon
moment per reflexionar sobre tots els temes relacionats amb I'ensenyament i I'aprenentatge
de les matematiques, aixi com sobre tots els altres aspectes dels quals s'ocupa la didactica de
les matematiques. Aixi doncs, aprofitant al mateix temps que quan escric aquest article fa
molt poc que m’he jubilat —un altre bon motiu per reflexionar sobre el que han estat els
anys passats i intentar fer petites projeccions sobre els que vindran en un futur no llunya—,
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intentaré ser fidel a I'encarrec de I'equip editorial i exposaré un conjunt de reflexions sobre
com veig la situacié de I'ensenyament de les matematiques en aquests moments i quins crec
que son alguns dels reptes més rellevants de cara a un futur a curt i mitja termini.

Sense avancar encara les linies de les meves reflexions, si que vull dir que intentaré en tot
moment no caure en el topic sovint molt arrelat segons el qual en els temps passats les coses
anaven millor que ara i el futur ens presentara situacions encara pitjors de les actuals. Al con-
trari, sense negar canvis, dificultats i entrebancs, m’agradaria que de les meves paraules es
desprengués una visio positiva d'un futur amb oportunitats importants, sempre, aixo si, que
les coses es facin de manera raonable i defugint gremialismes que moltes vegades porten a
confrontacions estérils.

L'ensenyamentdelsinfantsidels joves —i, en particular, 'aprenentatge de les matematiques—
és tan important, tant per a ells com per a tot el pais, que requereix que tots els que ens hi
dediquem confrontem les nostres idees amb un objectiu comu: millorar la formacié de tots
els nois i les noies per tal que quan siguin adults puguin esdevenir ciutadans de ple dret.
Aquesta és, en Ultima instancia, la finalitat de les reflexions que venen a continuacio.

Hi ha tants temes interessants que afecten I'aprenentatge de les matematiques i, més en
general, I'educaciéo matematica, la majoria d’ells molt relacionats, que es fa dificil trobar un
fil que permeti exposar-los de manera ordenada. En la primera part d’'aquest article em re-
feriré a I'evolucié del curriculum en els darrers anys, com a fil conductor per identificar el
principals reptes de I'educacié matematica avui i en el futur immediat. M'estendré parlant
de les situacions d'aprenentatge i caracteritzaré les activitats competencialment riques, un
punt que em sembla clau per avancar cap a un vertader aprenentatge competencial (Niss i
Hejgaard, 2011, 2019). Seguiré parlant del professorat, en particular de la seva formacio, tant
la inicial com la permanent —aspecte que considero crucial per a una millora general—, i pro-
posaré models de formacié que em semblen adequats per abordar les problematiques més
importants, entre les quals destaco la gestié de I'aula. Per concloure, em referiré al congrés
catala d’educacié matematica que se celebrara a Lleida el 2025 i, en concret, a I'agenda que
en forma de reptes es va presentar a les conclusions del C2EM 2021 de Tarragona-Reus.

2. Les matematiques escolars, avui

Parlar de les matematiques escolars és dificil perque hi ha molts nivells, molts centres i moltes
realitats, de manera que generalitzar pot ser agosarat perqueé les diferencies entre els uns
i els altres son notables. Un primer referent, encara que teoric pero facilment objectivable,
el constitueixen les tendencies i linies mestres dels curriculums publicats per les adminis-
tracions educatives. D’entrada, una mirada a I'evolucié dels curriculums de matematiques
dels darrers vint anys, i en particular als de casa nostra, ens mostra un cami cada vegada
més clar cap a un plantejament competencial de I'aprenentatge de les diferents disciplines,
en particular de les matematiques, en qué els continguts (anomenats sabers en els darrers
documents del nostre pais), tot i seguir sent rellevants, estan al servei de les competéncies.
El que I'alumnat ha d’aprendre no sén conceptes i tecniques, sind la seva utilitzacié en con-
textos diversos per resoldre problemes, raonar, modelitzar o representar i comunicar. També
s'observa l'inici d’'una tendéncia a considerar arees més generals que les disciplines, com ara
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I'area STEM, i a relacionar les competéncies especifiques de les matéries amb unes compe-
téncies més generals propies de les arees.

Respecte a aquesta tematica, voldria fer una primera consideracio en relacié amb una frase
que sovint he sentit i que ve a dir una cosa aixi com «ara els continguts no sén importants».
Cal repetir que dificilment es pot fer un treball de desenvolupament dels processos de les
matematiques, com ara resoldre problemes, raonar o comunicar, sense un coneixement dels
conceptes matematics clau. La qlestié que al meu entendre hauria de centrar el debat és:
com s'introdueixen aquests conceptes clau i, en particular, com es consideren les dificultats
cognitives inherents a I'aprenentatge dels conceptes i com es fa un treball que permeti que
els alumnes els reconstrueixin sempre que sigui possible i se'ls apropiin per tal de poder-
los aplicar realment a situacions noves (Arcavi, 1999). Perqué, si creiem que «ensenyant» les
idees clau a través d'exposicions del professorat, com s’ha fet sempre, aconseguirem que
I'alumnat els aprengui i sobretot els sapiga aplicar, sera dificil avancar en I'aprenentatge tant
conceptual com competencial de les matematiques.

Sorgeix, doncs, una idea anomenada situacié d’aprenentatge que, tot i no ser nova, es plan-
teja de manera explicita en el darrer curriculum i que, al meu entendre, es troba en el focus
de la problematica actual i, previsiblement, del futur a curt —i potser mitja— termini. Sense
entrar a definir amb precisié que s’entén per situacié d’'aprenentatge, si que en vull destacar
dues caracteristiques: el context on es formula la situacié i el repte que hauria de provocar
en 'aprenent, és a dir, I'interés per abordar-la i treballar-hi. Dit d’'una altra manera, el nivell
de significacié de la situacio, tant per a qui apren com per a alld que volem que aprengui.
Altre condicié més estricte en la definicio (tot i ser interessants i que és important tenir-les
en compte sempre que sigui possible), com ara que el context de la situacié sigui socialment
rellevant, no em sembla que hagin de formar part de la idea clau, que és aconseguir un
aprenentatge significatiu.

Un exemple potser aclarira el que intento dir: un context de joc (d'estrategia o d’atzar), encara
que sigui un joc abstracte, pot generar una bona situacié per a I'aprenentatge matematic
a l'aula? La meva resposta és afirmativa si en el seu plantejament es propicia el desenvolu-
pament de competéncies: en aquest cas, la presa de decisions, la resolucié de problemes,
I'argumentacioé sobre la validesa d'allo realitzat i/o la comunicacié dels resultats obtinguts
(Navarro i Deulofeu, 2016). També si s'afavoreix un ambient a I'aula on constantment es for-
mulen preguntes (el famés «i si» tan important en I'aprenentatge de les matematiques)ion, a
més, sorgeixen de manera natural conceptes matematics curriculars (numérics, geometrics,
probabilistics o funcionals). Es a dir, si a classe hi ha un clima d’experimentacié, interrogacio,
discussié i argumentacio, alld que en diem un ambient de resolucié de problemes.

Si es dona tot aixd i es parteix de I'experimentacié —en aquest cas, de la practica del joc
amb sentit—, i, a més, s'aconsegueix que I'alumnat vulgui no només practicar el joc, siné
plantejar-se i intentar respondre les preguntes que formulem sobre ell, en un ambient on la
col-laboracié contraresta adequadament els aspectes competitius propis dels jocs, ens tro-
barem, al meu entendre, davant d’una situacié d’aprenentatge real. Si, en canvi, el context

1. STEM, de I'anglés science, technology, engineering and mathematics, de la qual existeix la forma catalana
corresponent, CTEM, de ciéncia, tecnologia, enginyeria i matematiques.
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i la mateixa situacié sén forcats i es formulen com una «excusa» per treballar determinats
procediments, i no generen repte, tot i la seva possible rellevancia, no estarem davant d'una
«bona» situacié d'aprenentatge. No cal dir, per tancar I'exemple, que moltes de les matemati-
ques que hi ha darrere dels jocs sén de gran rellevancia i constitueixen models que s'utilitzen
per analitzar situacions socialment importants en el marc de la teoria de jocs.

Aixi doncs, si I'objectiu principal de I'aprenentatge de les matematiques és desenvolupar
processos i assolir nivells de competéncia, una manera d’apropar-se a la creacié de situa-
cions d’aprenentatge és pensar en activitats competencialment riques o, millor encara, en
I'enriquiment d'activitats ja conegudes per fer-les competencialment interessants. Una vi-
si6 amplia d’aquest enriquiment la podeu trobar en I'article «Aprender a pensar matema-
ticamente en ambientes de resoluciéon de problemas» (Deulofeu i Vila, 2021), on destaca-
vem els quatre pilars que cal tenir en compte: la proposta base —I'enunciat que presentem
a l'alumnat—, la planificacié —el conjunt de decisions previes del professorat—, I'alumnat
—amb les seves creences, idees previes, capacitats i emocions— i la gestié de I'aula —tot el
que el professorat fara a I'aula quan es dugui a terme l'activitat.

Aixi mateix i pensant en les activitats d’aprenentatge de qualsevol nivell de I'escolaritat obli-
gatoria, déiem que una activitat rica ha de tenir les caracteristiques seglients: que sigui acces-
sible per tothom (terra baix i sostre alt) i significativa per al resolutor i per a les matematiques
gue volem que aprengui, que admeti multiples enfocaments i també diferents representa-
cions, que sigui matematicament rellevant, que activi el pensament matematic, que fomenti
la col-laboraci¢ i la discussié en un marc de reflexid i, finalment, que sigui extensible. Deta-
llem una mica més aquestes set caracteristiques:

o Accessible:inclouunenunciatdelatascacomprensible, proporcionaoportunitats d’éxit
inicial per a la majoria, possibilita diversos nivells d’abordatge i de resolucié i permet
treballar a ritmes diferents (terra baix i sostre alt).

« Significativa: incita a la curiositat (ja sigui pel context, ja sigui per la formulacié de
la tasca o per les dinamiques generades pel docent al voltant de I'activitat) i manté
I'interes pel repte, ja que, tot i ser abordable, el que hem de fer per arribar a la resolucié
no és evident d’entrada per a I'alumnat.

« Varietat d’enfocaments: és una tasca amb una certa obertura, no tancada en tots els
sentits i que admet representacions, camins d’abordatge i/o resolucions diverses. Les
situacions tancades i estandarditzades que es resolen aplicant un procediment Unic
no esdevenen situacions riques, a menys que el docent faci una gestié que permeti
obrir-les i generar discussié al voltant de la seva resolucié.

« Matematicament rellevant: implica conceptesclau, porta a construir continguts, pro-
mou l'aplicacié de continguts a contextos nous, necessita fer Us de raonaments mate-
matics (inductius i/o deductius), i la seva resolucié requereix I'is de connexions intra-
matematiques o entre les matematiquesi el mén.

« Activa el pensament matematic: potencia el cicle format per I'experimentacio, I'estudi
de casos particulars, la realitzacié de conjectures, la verificacié de les conjectures i, si
escau, la generalitzacid, potencia la creativitat matematica (flexibilitat, intuicio, origi-
nalitat, organitzacio...) i promou la planificacié i la presa de decisions amb sentit critic.
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. Fomenta la col-laboracié, la reflexioé i la discussié: provoca la conversa matematica
a l'aula i la confrontacié d'idees entre iguals, promou I'explicacié i la justificacié del
procés, aixi com I'analisi i la recerca d’altres resolucions.

« Extensible: tant permet ampliar la mateixa activitat (possibilitat de formular noves
preguntes, d'estendre la tasca, de generalitzar, millorar i optimitzar el procés), com
crear activitats similars a partir d'aquesta.

Per tot el que s’ha exposat, entenc que un tema de maxima rellevancia en aquests momentsii
en el futurimmediat és un treball intens i extens al voltant de la creacié de situacions d'apre-
nentatge i d'activitats competencialment riques en tots els nivells educatius. Aquest treball
no s’ha de limitar a fer propostes per portar a I'aula, siné que s’ha d’'acompanyar d’exemples
reals sobre la gesti6 d’aquestes activitats, en qué s'analitzi i es discuteixi el que passa a les au-
les, per tal de poder fer propostes de millora tant de les activitats com de la seva gestié (Calvo
et al., 2016). Aquest darrer aspecte és clau: una activitat el plantejament de la qual potser no
és gaire rellevant, pot esdevenir-ho si se’n fa una gestié que permeti crear un ambient de
resolucié de problemes a 'aula (Abrantes, 1996; Deulofeu i de la Fuente, 2022). Cal també
que fem un esforg per crear instancies que afavoreixin compartir aquest treball entre tots i
arribar a un nombre més important de docents que no pas el que s’ha aconseguit fins ara.

3. La formacio del professorat de matematiques

En qualsevol procés d’ensenyament-aprenentatge el paper del professorat, entés essencial-
ment com un mediador entre I'alumnat i alld que volem que aquest aprengui, és molt relle-
vant i, per tant, la seva formacié, tant la inicial com la continuada, és un element clau, ja que
un bon sistema de formacio en tots els nivells és, al meu entendre, un indicador rellevant de
la qualitat d'un sistema educatiu. Aixi doncs, considero que treballar per millorar la formacio
ha de ser una tasca prioritaria.

En I'ambit de la formacié inicial de secundaria es va fer un pas important quan el 2009 es
va instaurar el master de Formacio del Professorat en substitucio del vell i poc util certificat
d'aptitud pedagogica (CAP). Al nostre pais, el curs 2013-2014 es va iniciar un master de siste-
ma, interuniversitari, de 'especialitat de matematiques, coordinat per la Universitat Autono-
ma de Barcelona (UAB) i amb la participacié de cinc universitats: UAB, Universitat de Barcelo-
na, Universitat Oberta de Catalunya, Universitat Politécnica de Catalunya i Universitat Pom-
peu Fabra. Els inicis foren complexos per tal d’encaixar les diferéncies entre les dinamiques
de les diferents universitats participants, pero a poc a poc ens vam anar coneixent i vam anar
compartint objectius, de manera que avui, en la seva onzena edicio, el master esta consolidat.

Tanmateix, considero que una formacié inicial professionalitzadora com la que tenim, toti els
avencos que significa respecte a etapes anteriors, és insuficient per poder-se considerar d'alta
qualitat. Personalment, soc partidari d'un model com el que tenen molts paisos d’Europa,
amb un grau de tres anys de la disciplina i un master de dos cursos amb una major preséncia
del practicum, auténtic eix del master des del punt de vista temporal, de manera que el
segon curs del master podria centrar-se en unes practiques acompanyades, amb activitats
de llarga durada, tant d’observacié com d'intervencid, i un treball de fi de master (TFM) de
reflexio i analisi sobre la intervencié duta a terme. Tampoc no s’ha de descartar el model
simultani: un grau especific que combini el coneixement de la disciplina amb I'aprenentatge
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de la professié de docent. En qualsevol cas, atés el desequilibri dels darrers anys entre oferta
i demanda que ens esta portant a una situacio preocupant de falta de professorat, cal pensar
en les diferents possibilitats sense, al meu entendre, descartar-ne cap.

No sembla, pero, que les coses hagin d’anar, en un futur immediat, pel cami que he assenya-
lat. Més aviat una suposada «millora» sembla que va associada a la variable de la presencia-
litat de la formacio, cosa que em sembla preocupant, especialment pel que fa a la formacio
inicial. En els darrers anys s’han comencat a implementar formacions no presencials que al
meu entendre no sén les més adequades per al desenvolupament de moltes de les compe-
téncies professionals dels docents. No vull dir, pero, que no pugui haver-hi aspectes que es
puguin treballar de manera efectiva en un marc virtual i, per tant, que puguin funcionar bé.
D’altra banda, cal també treballar ampliament I'Us dels mitjans tecnologics per tal de garantir
la competéncia digital del professorat.

Tanmateix, el component huma i social de les tasques d’ensenyar i aprendre , juntament
amb la importancia de la interaccié presencial entre ensenyants i aprenents, em semblen
fonamentals i insubstituibles, per la qual cosa crec que és necessaria una presencialitat que
vagi forca més enlla del practicum. En definitiva, no considero que la millor solucié a la manca
de professorat de matematiques sigui oferir un nombre elevat de places en masters amb tota
la formacié virtual llevat del practicum.

La problematica del professorat d'infantil i primaria és diferent i, per tant, les possibles linies
de millora també. Se sap que tenim una formacioé de grau professionalitzadora establerta
des de fa temps que, tanmateix, no garanteix els coneixements de la disciplina necessaris
per a un bon ensenyament de les matematiques, possiblement perque no es garanteixen els
minims indispensables en el moment d’accedir al grau. S’han fet esforcos importants en la
introduccioé de proves per a I'accés als graus de mestre en les universitats publiques del pais i
cal continuar-los i millorar-los malgrat les reticéncies d'alguns, més centrades en interessos
corporatius que en objeccions de fons.

D’altra banda, si som realistes i acceptem que a curt termini dificilment aconseguirem mi-
llorar de manera clara i general aquesta situacié en I'ambit del grau, potser seria adequat
crear uns estudis de master adrecats als graduats en magisteri que permetin aprofundir en
I'ensenyament de les matematiques, tant a infantil com a primaria, per tal d’esdevenir, en el
futur, referents de I'aprenentatge matematic en els seus centres. Avui, que s'estableixen per-
fils de tota mena, aquest, que es pot enllagcar amb la formacié continuada, potser ens ajudaria
a millorar la situacié a les escoles.

Per acabar aquest punt, vull fer una consideracio sobre la formacié permanent o continuada.
Durant tots els anys que he treballat en el master de secundaria he considerat que un dels
objectius fonamentals era convencer els estudiants de professor que la formacié continuada
era un requisit prioritari per esdevenir un bon docent. La nostra és una professio viva i en
evolucié permanent que exigeix una millora i una posada al dia constant, i, per tant, crec que
aquesta necessitat és indiscutible.

Ara bé, hi ha molts tipus de formacions interessants possibles, algunes de les quals ja s’estan
fent, pero crec que en els propers temps caldra donar una rellevancia especial a les que
s'ocupin de la gestié de l'aula de matematiques, treballin a partir de la practica real de la
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classe, experimentin, observin i facin propostes de millora d’aquesta gestié. Una formacié
que pretengui ser transformadora ha de partir de la realitat de 'aula, de les problematiques
i dificultats del professorat, no pot estar deslligada de la seva realitat i, sobretot, ha de tenir
com a objectiu principal la millora de I'accié docent del conjunt de participants.

Un exemple d’aquest tipus de formacio és I'estudi de classes (de matematiques), traduccié de
lesson study, que és un model de desenvolupament professional dels docents basat en una
formacid-accié col-laborativa que consisteix en la realitzacio d'un cicle que sinicia amb el dis-
seny i 'experimentacié d'una activitat d'aula, segueix amb una observacio real d'aquestai la
seva analisi critica, i finalitza amb una proposta de millora. Tot i que es tracta d'una formacié
entre iguals, sovint hi intervé un expert que actua com a assessor.

L'estudi de classes és un model de formacié que es va iniciar al Japé fa molts anys, té una
llarga tradicié en aquell pais i després s’ha estes a altres llocs dels mon, per exemple als
Estats Units. Les diferéncies culturals entre els diferents paisos i, en particular, la valoracio
de tot el que és col-lectiu per davant del que és individual, més propia de les civilitzacions
orientals que de les occidentals, fan que I'aplicacié del model original japonés no es pugui
fer de manera mimeética, pero crec que l'essencia d’'aquest tipus de formacid, centrada en
I'actuacio del professorat a I'aula i la seva millora, si que s’ha de poder aplicar a casa nostra i
estic convencut que una practica sostinguda d'una formacié com aquesta pot tenir resultats
molt profitosos per al nostre sistema educatiu i, sobretot, per a la millora de I'ensenyament
de les matematiques.

Tot i que es poden fer estudis de classes diversos, depenent de les condicions de partida,
algunes caracteristiques imprescindibles d’'una formacié com aquesta son:

« Formacié entre iguals amb la col-laboracié d'un assessor que proporciona ajudes als
participants en els diferents moments del cicle.

« Participacié activa de tots els assistents, cadascun desenvolupant el seu rol de manera
profunda, amb implicacié i corresponsabilitat de tothom.

« Focalitzacié en la gestié de l'aula de I'experimentador dirigida a promoure un apre-
nentatge competencial de les matematiques i fixant-se de manera especial en com
aprenen els estudiants i com participen en el seu aprenentatge.

« Analisi critica i constructiva, a partir de les dades de I'observacié de la classe, amb la
finalitat d’aportar propostes de millora, pero no de jutjar.

La recerca feta en I'estudi de classes és gran. Una bona introduccié a aquest model de forma-
Cio és el text de Murata «Conceptual overview of lesson study» (2011), que és un capitol del
llibre Lesson study research and practice in mathematics education (Hart, Alston i Murata, 2011),
dedicat a I'estudi de classes. També son interessants molts dels exemples que apareixen en
el llibre El estudio de clases japonés (Isoda, Arcavi i Mena, 2007).

D’altra banda, també és possible i desitjable que models de formacié com I'esmentat se cen-
trin en com es fa de manera real I'avaluacié dels aprenentatges a I'aula. Crec que queda molt
cami encara per aconseguir que la majoria dels docents facin una avaluacié realment compe-
tencial i encara més perqué considerin que la rellevancia de I'avaluacié no rau en els judicis,
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sind en la seva contribucié directa a la millora de I'aprenentatge (Deulofeui Villalonga, 2018).
Per aix0 és necessari proposar i desenvolupar activitats d’avaluacio, tant formativa com for-
madora, centrades a aprendre més i millor i on es posi el focus en una retroalimentacié que
impliqui una revisié constant del que es va aprenent.

M’atreveixo a apuntar que la importancia de la retroalimentacié, com un element clau no no-
més de 'avaluacié, sin6 de I'aprenentatge en general, encara no és tinguda prou en compte.
Cal fer una reflexid profunda sobre certes practiques encara habituals —com, per exemple,
determinades formes de correccié d'exercicis al'aula—, en el sentit d’analitzar quina és la seva
valua real en termes d'aprenentatge per a tot 'alumnat d'una classe, ja que sovint aquestes
practiques tenen un efecte positiu en un nombre molt reduit d’alumnes. Introduir activitats
d'avaluacié en qué s'impliquin tots els alumnes, tant en la realitzacié com en la valoracid,
com ara les practiques de coavaluacio i d'autoavaluacid, i també facilitar eines, per exemple
les bases d’orientacié que actuen com a bastides en el desenvolupament de processos com-
plexos com la resolucié de problemes, sén avencos que ens han d’'ajudar a aconseguir que
I'avaluacio, tant la formativa com la formadora, acabi esdevenint un dels instruments més
valuosos per millorar I'aprenentatge. En aquest sentit, el marc proposat per Neus Sanmarti
des de fa anys, lligat al desenvolupament d’'un curriculum per competéncies com el nostre
(Sanmarti, 2020), esdevé una guia excel-lent, perd en I'ambit de I'educacié matematica a casa
nostra falten encara més treballs concrets en aquest sentit, com el de Torregrossa, Deulofeu
i Albarracin (2021), que serveixin de guia al professorat i li proporcionin, al mateix temps,
activitats i instruments d'avaluacié per portar a l'aula.

Si bé la realitzacié de formacions similars a la que acabo de descriure pot ser de gran ajuda
i s’ha de potenciar, crec realment que el problema clau és I'extensié d’'aquesta i d'altres for-
macions a la gran majoria del professorat. Fins que no aconseguim que tots els implicats en
I'ensenyament entenguin que cal fer formacié continuada, i que la gran majoria hi participin
de manera activa, sera dificil millorar I'educacié matematica del nostre pais. | perqué millori
cal, d'una banda, posar els mitjans necessaris i, de l'altra, que tots els docents entenguem
que cal implicar-se en la formacié continuada.

4. El Congrés Catala d’Educacié Matematica, C2EM 2025, una oportunitat

Quan escric aquest article falten poc més de vint mesos perqué la comunitat d’ensenyants
de matematiques de Catalunya ens retrobem a Lleida, els dies 7, 8 i 9 de juliol de 2025. Com
sabeu, el Congrés d’Educacié Matematica de I'any 2000, celebrat a Matard, no va tenir conti-
nuitat, fins que el 2016 es va celebrar a Barcelona el Congrés Catala d’Educacié Matematica
(C2EM), que tots anomenen situem i que organitza la Federacio d’Entitats per a 'Ensenyament
de les Matematiques a Catalunya (FEEMCAT). Aquesta vegada si que hi ha hagut continuitat,
amb el C2EM 2021 de Tarragona - Reus (la pandémia va fer-lo endarrerir un any i passar-lo a
un format en linia) i ara ja hem comencat a preparar el CZEM 2025, que celebrarem a Lleida.

Una iniciativa que em sembla interessant del C2EM és que en les conclusions finals es pre-
tén dissenyar una agenda que esdevingui una guia per treballar durant els propers quatre
anys, el periode entre congressos. Concretament, al darrer congrés (2021) es van consensuar
dotze reptes dirigits a mestres i professorat, que, passats dos anys, segueixen tenint, al meu
entendre, una validesa total.



juny 2024+ 41

Els reptes, que podeu trobar a https://ja.cat/ReptesC2EM, es poden agrupar en quatre grans
ambits i representen, crecm, una bona agenda per a I'accio:

« Caracteristiques de la formacid inicial i permanent del professorat (reptes 1 i 2). Hem de
treballar per a una millor formacié del professorat de tots els nivells educatius, tant
inicial com permanent, lligada a la realitat de I'alumnat d'avui, basada en la importan-
cia de I'ensenyament centrat en processos, focalitzada en el desenvolupament de les
competencies professionals dels docents i fonamentada en unes bases matematiques
i didactiques solides.

« Necessitat de dinamitzar el treball col-laboratiu, enfortint equips i creant xarxes (reptes 3,
10, 11 12). Si estem d'acord que la interaccié és fonamental per a I'aprenentatge i aixi
tractem de fer-ho amb l'alumnat, cal també estimular la interaccio entre els docents
a tots els nivells. Per aixd potenciarem la creacié d’equips docents en els centres i de
xarxes intercentres, amb la finalitat de millorar la nostra tasca compartint materials,
recursos i experiencies.

« Rellevancia de les activitats d’aprenentatge per a I'aula i la seva gesti6 (reptes 4, 5i 6). Tot i
que no s'esmenta de manera explicitalaimportancia de crear situacions d’aprenentatge
amb les idees clau associades de context i repte, si que hi ha referéncies a avancar per
tal que les activitats d'aula siguin competencialment riques, en el sentit exposat ante-
riorment en aquest article, i a la importancia de tenir bons ambients per experimentar
i una bona gestio que fomenti la interaccié.

« El paper social de les matematiques més enlla de I'escola (reptes 7, 8 i 9). Quan qui aprén
troba sentit en el que fa, se sent capag de fer-ho i gaudeix fent-ho, I'aprenentatge és
millor i més gratificant. Pero si les expectatives d'aprenentatge sén baixes i les mate-
matiques que s'aprenen estan tancades a I'aula i sense relacio amb el que es fa al mén,
llavors tindrem un problema que ultrapassa la tasca dels docents. Cal, doncs, promoure
la participacié de tothom al voltant de les matematiques.

Com es pot veure, tenim un nombre considerable de reptes rellevants i plenament actuals
que dissenyen una agenda al voltant de la qual podrem treballar plegats al llarg dels dos pro-
pers cursos. També sera important fer més aportacions per afrontar noves problematiques
que els temps actuals ens vagin plantejant.

Ben segur que tothom trobara el seu lloc d’acord amb els seus interessos i les seves pos-
sibilitats. En aquest sentit, les diferents associacions que conformen la FEEMCAT —i espero
que també totes les altres entitats implicades en I'educacié matematica— s'aniran fent resso
d’aquesta agendai treballaran en aquesta linia per tal que tots plegats arribem ben preparats
al Congrés del 2025. Us convido a totes i a tots a participar en aquest gran repte i a trobar-nos
a Lleida per compartir el treball fet durant el temps que ens separa del Congrés.
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Resum

En aquest article presentem el treball de
creacié de problemes competencials per a
infants des dels quatre fins als dotze anys
que fa el grup Fem Matematiques de la
Federacié d’Entitats per a 'Ensenyament de
les Matematiques a Catalunya (FEEMCAT) i
del Cercle de Mestres de I'Associacié de
Barcelona per a I'Estudi i '’Aprenentatge de
les Matematiques (ABEAM) perqué
esdevinguin una font de recursos per als
docents. Exposem el nostre convenciment
que la feina com a mestres és fer créixer el
pensament matematic que tot infant té,
fomentant que l'infant pugui expressar la
seva manera de fer i avancar en el
raonament i la representacié de les
matematiques. Exposem el primer repte o
problema per als més petits i mostres de
resolucié d’alumnes d'edats diferents.

Ja fa més de vint-i-cinc anys que se celebra a Catalunya el concurs Fem Matematiques
(https://fm.feemcat.org/). Durant la majoria de temps ha estat adrecat als nois i noies de sisé
de primaria i de primer i segon de I'educacié secundaria obligatoria (ESO). Des de 2022 s’hi
va incorporar cinqué de primaria, i el 2024, s’ha incorporat tercer i quart d’ESO. Des del come-
ncament s’ha treballat per estimular els alumnes a fer matematiques. S’han proposat tasques

1. Membres del grup Fem Matematiques de la Federacié d’Entitats per a 'lEnsenyament de les Matemati-
ques a Catalunya (FEEMCAT) i del Cercle de Mestres de I’Associacié de Barcelona per a I'Estudi i '’Aprenentatge de

les Matematiques (ABEAM).
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Abstract

This paper presents the work carried out by the
Fem matematiques (Let’s do math) group of the
Federacié d’Entitats per a I'Ensenyament de
les Matematiques a Catalunya (FEEMCAT,
Federation of Entities for the Teaching of
Mathematics in Catalonia) and the Cercle de
Mestres (Circle of teachers) of the Associacio de
Barcelona per a I'Estudi i I'’Aprenentatge de les
Matematiques (ABEAM, Barcelona Association
for the Study and Learning of Mathematics).
They developed competency-based problems for
children aged between four and twelve with the
aim of turning them into a resource for teachers.
We believe that the role of teachers is to nurture
the mathematical thinking present in all
children, encouraging them to express their way
of doing things, and advance in mathematical
reasoning and representation. We present the
first challenge or problem young learners are
faced with, as well as examples of solutions from
students of different ages.
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que, especialment en la primera fase, en qué es fomenta el treball en petits grups, estimulin
la resolucié de problemes i expressin el procés de resolucié per mitja del raonament, la pro-
va, lacomunicacié, la representacié i les connexions, aixi com el descobriment de regularitats,
que és l'objectiu final de les matematiques. El curs passat es va plantejar ampliar el Fem
Matematiques als alumnes de cinqué de primaria, per tal d'anar estenent aquesta manera de
fer matematiques.

1.1, ara, Fem Matematiques per als més menuts?

Si, aquest és el nostre repte: el Fem matematiques a totes les edats de I'educacié infantil i
primaria per tal que tots els nens i nenes tinguin I'oportunitat de desenvolupar el pensament
matematic. En aquesta ocasid, a diferencia de cinque i sise, no es tracta pas d'un concurs,
sind d’oferir tasques, activitats i situacions d'aprenentatge que fomentin Fer matematiques a
les aules, en un format que anomenem Els Reptes del Cercle.

I, si, els més menuts també poden fer mates de manera intuitiva i informal. Si recollim el fer de
les criatures d’educacio infantil davant del seu entorn, podem concloure que en tot moment
es plantegen problemes perque se’ls posen davant situacions noves per a les quals no tenen
cap solucié prevista: com obrir la porta, si no arribo al pany? Potser es posara de puntetes,
saltara, demanara algu que l'obri, anira a buscar una cadira i s'enfilara... Tindra iniciatives,
provara, hi haura intents infructuosos i d'altres amb exit, i més endavant aplicara la solucié
trobada a la mateixa situacié o a una de semblant. Si analitzem el procés emprat, ens ado-
narem que segueix gairebé fil per randa el que desitjariem molts mestres que fessin tots els
infants davant dels reptes matematics. Es tracta, doncs, de recollir aquest fer dins del context
relacionat amb les matematiques.

2. Fer créixer el pensament matematic

Estem convencudes que totes les criatures, quan arriben a I'escola, tenen dintre seu, a la seva
manera, pensament matematic, i la nostra tasca com a mestres és fer-lo créixer. Vegem-ne
un exemple. Els infants d’educacio infantil (14) comenten a la mestra:

—En aquella classe hi ha molts nimeros —fan referencia al panell de I'1 al 100 que veuen a
I'aula del servei d’acollida de I'escola.
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nlf2fnelu M B2 0B 2o
2 22 f2s 20 ll 27 | 28 [ 29 JEE
31 32 ffa3fau 30 [ 37 || 38 [ 39 JEL
4 y2 gu3 fuy 4o W47 g us gu4a 0
5152 53 54 56l 57 58 || 59 B
o1 o2l o3 [l o4 M o0 | 67 [ 08 [ o9 JEC
nfzzfsfn 76 [l 77 78 79 JEE
81 a2 a3 [ ou QEEH oo |f o7 [ 38 | o L
a1 a2 [ a3 [ au JETM a6 [ o7 [l a8 [ a0 REL

Panell numeéric deI'1 al 100.
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La mestra va a buscar el panell i se’l miren entre tots.

—Queé hi veieu? —pregunta la mestra.

—A dalt només hi ha un numero, a baix n’hi ha dos —comenta una nena.

—Al final hi ha tres nimeros —diu un altre.

—Agqui tots tenen un 1 —un nen assenyala la columna on totes les unitats sén un 1.

La conversa sobre el panell s’estén i alguns infants manifesten interés per fer un panell. La
mestra el recull ...

Bé, no es tracta en aquest article de descriure aquesta situacio d’'aprenentatge, sinéd més aviat
de mostrar les possibilitats que tenen els nens i les nenes de resoldre problemes, perd també
de plantejar-se’n. Quan uns vailets d’educacié infantil (14) diuen que volen fer un panell, aixo
és plantejar-se un problema.

A partir de I'observacié comuniquen regularitats i raonen:
—En aquesta hiha 1ien aquesta, 2 —assenyalen I'altra columna.
Per fer el seu panell, proven sense cessar fins que troben formes per dibuixar quadricules.

Una nena fa un panell que té sis columnes i aleshores els nombres no li queden disposats
com als altres nens i nenes, i aixd genera una discussié entre ells. La mestra els demana com
pot ser que els nombres d’'un panell i I'altre no estiguin posats de la mateixa manera. Algu
conclou que el d'aquella nena no té tantes piles —es refereix a les columnes—. S'ha establert
una connexio.

Si entenem les matematiques com el saber que estableix relacions i regularitats alla on, apa-
rentment, tot és diferent;

Si entenem les matematiques com un procés, com una manera de fer i de descobrir per
comprendre millor I'entorn, que implica: plantejar-se i identificar problemes, provar, raonar,
comunicar, representar, connectar, generalitzar;

Si entenem que tots els nens i nenes, a la seva manera, poden progressar en el pensament
matematic (competéncia matematica);

Si entenem que emprar el llenguatge matematic és fruit d'un procés amb sentit per a cadas-
cu, estarem d'acord que l'escola pot fer créixer el pensament matematic de tots els infants.

3. Avancar en la representacio de les matematiques que fem

Per als nens i nenes d’educacio infantil i primaria I'escola esdevé la casa on, no de forma
Unica, pero si principalment, aprenen a usar el llenguatge verbal escrit (lectura i escriptura),
el llenguatge matematic, el llenguatge musical...



46 noubiaix 50

Comprendre el llenguatge matematic és una tasca complexa per a tots perque és un llen-
guatge abstracte i sintetic. Com tot llenguatge, té implicita una simbologia. |, si, el lenguatge
matematic ha d’esdevenir simbolic per a totes les criatures. Tots, d'una manera o d’'una altra,
li han de poder atorgar el «<seu» significat.

Quan els infants s'impliquen en la resolucié de problemes, volen explicar a la seva manera
com troben les respostes. | és en aquest com, en aquest procés, que mostren les «seves»
formes particulars i personals de descriure que han fet, qué han pensat, qué han imaginat....
representen les seves matematiques.

Les representacions dels infants acostumen a seguir una evolucié que va de les més concre-
tes ales més simboliques, de manera que sovint la mostra de I'experimentacié amb materials
apareix en primer lloc; a continuacio, o de forma simultania, es fa present la representacié
verbal, moltes vegades dins de la conversa matematica; després apareixen el dibuix, els es-
qguemes o diagrames, i és al final quan fan us del llenguatge matematic, quan sén capacos
d'escriure i llegir frases matematiques, equacions.

Els reptes que es proposen per als més menuts cerquen que es pugui manifestar una diversi-
tat de representacions a cada aula. | ara ens podriem preguntar: quin és el paper de la mestra?
Justament el de fomentar que cada infant pugui expressar a la seva manera que ha fet.

4. El primer repte del Cercle per als més menuts: Les Torres de la Reina

El Cercle de Mestres de I'ABEAM és un grup de treball de didactica de les matematiques
d'infantil i primaria que forma part d'aquesta associacié de docents per a 'ensenyament i
I'aprenentatge de les matematiques de les comarques de Barcelona i que participa en la
creacié de problemes al concurs Fem Matematiques per a cinque i sisé de primaria.

A partir de totes les idees anteriors i de la creenca que des de molt petits els nens poden
fer activitats que impliquin pensament matematic, us presentem una de les feines que ens
haviem marcat com a objectiu prioritari: Els Reptes del Cercle. Consisteix a proposar proble-
mes competencials com els de la primera fase del concurs Fem Matematiques a I'alumnat de
I'etapa d’'educacié infantil i dels cicles inicial i mitja d’educacioé primaria.

El primer és un repte dedicat als infants d’educacio infantil fins a segon o tercer de primaria:
la historia d'una reina que vol construir un castell amb moltes torres. Una historia perqué els
vostres nens i nenes s'impliquin i ajudin la reina en el seu dilema.

http://abeam.feemcat.org/web/cercle_mestres/les-torres-de-la-reina/. Font: MathPickle.
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L'activitat es presenta en diversos apartats, que exposem a continuacio.

Enunciat

Hi havia una vegada una reina que volia construir un castell amb torres. Les fades li van dir
que si volia que fos magic, totes les torres havien de tenir diferents alcades.

La reina només tenia deu blocs de pedra. Els habitants del poble van presentar diferents
propostes...

Aquest castell seria magic?...
laquest?...

Ara la reina ens demana ajuda a nosaltres: podeu trobar una solucié?

Trenere 8 ruees

. .;1:4-!-}:“' e .

vy ...':'..:.: w2t e BT

wolee o a3v o Bendteed e "Speelds’i 3

ST geRns Th esei s 8 e 8

Y Ehsg e L

.n' g g Dl

QR per enlla¢ enunciat i dibuixos.

Per comencar

Entre tots llegim el conte. Teniu la presentacié en PowerPoint, que permet anar seguint la
historia i que els infants hi puguin participar.

Una vegada llancat el repte, poden treballar en grups petits i amb caixes grans perqué per
separat puguin presentar les seves propostes.

Si sén més grans, poden utilitzar cubs encaixables o multilink.

Una vegada cada grup presenta la seva proposta, es discuteix si compleix o no les condicions.
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Recursos per al docent

« Idees centrals: comptant podem saber quants n’hi ha. Pensament additiu: aplicar flexi-

blement la sumai la resta a situacions concretes. Equivaléncia.

« Etiquetes: descomposicié additiva. Treball exhaustiu i sistematic.

« Sentits: numéric i algebraic.

o Dimensions: resolucié de problemes. Raonament i prova.

« Nivell: des de P4 fins al cicle inicial de primaria.

o Per que hem seleccionat aquest problema?
Aquest és el primer dels reptes que hem escollit per als més petits. Es un problema que té
multiples solucions i que permet ser resolt mitjancant I'experimentacié amb material i fent
diferents proves. Darrere de cada prova que fan els alumnes, convé reflexionar amb ells sobre
si la solucié és valida o no i per que. Hem d'aconseguir que parlin entre ells i que justifiquin la

decisio presa i si és correcta o no. Tot aixd provocara un treball dels processos de raonament
i prova:

— Sila solucié que han donat no funciona, qué haurem de fer perqué si que funcioni?
| també un treball exhaustiu per cercar totes les solucions que hi ha:
— Quantes solucions possibles podem donar?

|, dintre de les possibilitats dels alumnes, podem intentar que siguin més o menys sistematics
en la cerca de totes les possibles solucions:

— Com sabeu que son totes les possibles?
— Com podem fer per no deixar-nos-en cap?

El problema se centra en el sentit numeéric i la descomposicié del 10: relacionar les diferents
descomposicions de dos, tres o quatre sumands i reconeixer que, tot i no ser idéntiques,
tenen el mateix valor si es vincula de forma clara amb la idea d’equivaléncia. En el cas dels
més petits, podem comencar per la descomposicié del 5 o del 6.

A banda que hi ha més d'una solucid, la dificultat rau en el fet que no només fem descompo-
sicions en dos nombres, sin6 que s'admet la descomposicié en tres i quatre nombres (aspecte
gue moltes vegades no treballem a I'aula).

L'activitat genera la possibilitat d'expressar diferents representacions, des de les fetes amb
material (capses, policubs, gomets), passant per les pictoriques, més grafiques, fins a les que
emprin llenguatge matematic: nombres i simbols de les operacions.
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Preguntes clau

Una vegada han presentat i discutit algunes de les propostes, ja podem comencar a fer un
treball més exhaustiu:

Hem trobat algunes solucions, pero...
Com podeu assegurar que son diferents?
En podeu trobar més?

Que podeu fer per trobar-ne més?
Podeu trobar-les totes?

Quina prova podeu fer per estar segurs que no n’hi ha més?

Possible extensio

Es el mateix la solucié 1, 2, 3, 4, que la solucié 4, 3, 2, 1?
Si considerem que no és el mateix, quantes solucions possibles hi haura?
Que passaria si, en lloc de tenir deu blocs, en tinguéssim nou?

I si en tinguéssim onze?

Recursos

Material per poder experimentar: capses per als més petits, cubs encaixables, gomets...
Treball en grups petits, en grups grans i individual.
Conversa matematica entorn de les propostes per acordar-ne les similituds i les diferencies.

Gestié de l'aula per part de la mestra: estimular i animar a I'experimentacio, a la representacio
del procés, al raonament de les connexions...
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Mostres dels nens i nenes

Educacié infantil 4

Ho representen amb les caixes:

Mostren diferents disposicions amb gomets de forma individual. Un d’ells explora una des-
composicié que no s'ha fet en grup gran.
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Segon de primaria

Cerquen descomposicions en dos, tres i quatre nombres:

¥
1

1 1

-y

5. Conclusions

Estem oberts a la participacid!

Esperem que tant el Fem Matematiques de cinqué i sise com Els Reptes del Cercle (que troba-
reu a https://abeam.feemcat.org/web/category/reptes-del-cercle/) esdevinguin bons recur-
sos de problemes competencials per tal que els feu a les vostres aules.

Estarem molt satisfets que ens envieu les respostes, representacions i evidéncies de les des-
cobertes dels vostres alumnes. D'aquesta manera podrem fer-ne un recull, analitzar les res-
postes i compartir-les.

Des de la creenca que tots els infants poden fer matematiques.
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Resum | Abstract

El principi dels minims quadrats permet | The principle of least squares makes it possible
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La generalitzacié a més variables segueix un | Generalization to more variables follows a
patré similar. Després d’'una revisié | similar pattern. After a commented review of
comentada d’aquest material tedric, | this theoretical material, we apply it to the
I'apliquem a I'estudi de diverses situacions | study of several concrete situations and
concretes i interpretem els resultats | interpret the results obtained.
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1. Introduccioé

Les matematiques constitueixen un camp cientific molt singular. Per una banda, sén una
ciencia independent, en el sentit que és possible definir conceptes, establir propietats i plan-
tejar i resoldre problemes, tot expressat en termes estrictament matematics. Aquesta inter-
nalitat atrau i satisfa molts investigadors, que centren en ella els seus esforcos i arriben a
resultats admirables.

Per altra banda, hi ha matematics que admeten un vessant d'externalitat, segons el qual les
matematiques son d'utilitat per estudiar problemes plantejats fora del seu ambit estricte,
modelitzar—los, i aplicar—hi la potencia deductiva i el rigor tipicament matematics per obte-
nir resultats interpretables i profitosos en I'ambit que ha inspirat el problema. També molts
investigadors es dediquen a aquests processos perque, en certa manera, la connexié amb
la realitat externa a les matematiques els dona un plus de satisfaccio. Per descomptat, hi ha
matematics que treballen en ambdds vessants.

En aquest article hem adoptat una postura relativament mixta i ens proposem analitzar amb
eines matematiques situacions ben conegudes que semblen allunyades de les matemati-
ques. Hem seleccionat diverses situacions extretes del dia a dia i les hem analitzat amb eines
estadistiques per obtenir conclusions sobre cada una d’elles. Entre les situacions que estu-
diem es troben, per exemple, la dificultat en la resolucié d'un sudoku depenent del nombre
de dades inicials o el comportament dels equips en el campionat de lliga de la Primera Divisié
espanyola de futbol masculi. L'estudi d'aquests casos és la nostra aportacid a l'externalitat
gue hem comentat abans. Tanmateix, també hem inclos una seccié tecnica prévia on es jus-
tifiquen i es comenten amb deteniment els conceptes i les propietats que s'utilitzen després.
Aix0 pertany a I'ambit de la internalitat.

En particular, com a matematics ens sembla admirable el principi dels minims quadrats. Supo-
sem que volem quantificar la dispersié d'un conjunt de dades, {x;,x,, ...,X,}, respecte a una
mesura de centralitzacié x que resumeix el conjunt. Es a dir, volem calcular la distancia entre
el conjunt de dades i aquesta mesura x. Una manera podria ser considerar la mitjana dels
valors absoluts de les diferéncies entre x i cadascuna de les x;, és a dir, prendre la desviacié
mitjana:

X —x1| + [x = xa| + -+ + [x — Xq]
p .

Tanmateix, el valor absolut és una funcié no derivable en els punts on s'anul-la. Aixo va con-
duir a prendre la mitjana dels quadrats de les desviacions i, per conservar la magnitud en qué
s'expressen les dades, aplicar finalment I'arrel quadrada:

\/(X—X1)2+(X—Xz)2+---+(x—xn)2

n

Aquesta és 'anomenada desviacio tipica o (respecte a x) del conjunt de dades.
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De fet, la mateixa idea de mitjana aritmética ja és una aplicacié del principi dels minims qua-
drats: la mitjana aritmetica X d'un conjunt de dades, definida com

_ X1 +X3+ -+ Xy
X = 7
n

i utilitzada amb tanta freqiiéncia en qualsevol context, és I'inica mesura de centralitzacid
que minimitza la suma dels quadrats de les desviacions respecte a ella. Aquesta propietat
es pot demostrar facilment amb eines de calcul infinitesimal o, alternativament, d'algebra
lineal. Fins i tot la mitjana geométrica X4, que es defineix com

)_(g = ’\H/X1X2 w e Xny
es basa en el fons en el mateix principi, ja que, aplicant logaritmes,

logx; +logx; + -+ - + logx,
- .

logx, =

El principi dels minims quadrats és també el fonament de la recta de regressié d’una distri-
bucié bidimensional i, més en general, permet definir i calcular les solucions aproximades de
qualsevol sistema d’equacions lineals. Ens ha semblat oportu mostrar, en la seccié técnica,
com es construeix la recta de regressio, tant des del punt de vista del calcul infinitesimal com
des del de l'algebra lineal.

Després d’'aquest prefaci, passem a descriure I'organitzacio de I'article. En la seccid 2 presen-
tem, com a motivacié, un dels exemples que estudiarem després. La seccié 3, dividida en
diverses subseccions, és la part técnica, on recollim: un sumari dels conceptes i propietats
que aplicarem; un complement dedicat a la recta de regressié d'una distribucié bidimensio-
nal; un altre amb els comentaris addicionals que hem cregut adients, i una ultima subseccié
on, més breument, descrivim les eines per estudiar distribucions tridimensionals.

Les seccions seglients estan dedicades, cada una, a un exemple concret: els sudokus (sec-
cié 4), I'Gs de les targetes de credit en un comerg (seccié 5), el paper de la venda lliure en una
farmacia, on hi ha una remuneracié oficial provinent del CatSalut (seccié 6), el comportament
dels equips de futbol en la lliga de Primera Divisié espanyola (seccié 7), les qualificacions
académiques en tres assignatures estretament relacionades (seccié 8) i el concepte de tem-
peratura de xafogor (seccié 9). En els exemples 4—7 i en la primera part del 8, tractem amb
distribucions bidimensionals, mentre que en la segona part del 8 i en les quatre parts del
9 estudiem distribucions tridimensionals. La seccié 10 presenta les conclusions del treball.
Finalment, donem una bibliografia comentada sobre els temes tractats en l'article.

En tots els exemples el tractament és similar. Calculem els principals parametres de les distri-
bucions rellevants: coeficient de correlacio, recta de regressié (pla de regressio, en el casos
tridimensionals finals), centre de gravetat i error(s) quadratic(s). En els casos bidimensionals
afegim el diagrama de dispersio. En tots els exemples comentem els resultats i, si escau, les
particularitats especifiques de cada situacié.



56 noubiaix 50

Ens agradaria que aquest article animés alguns lectors a aplicar les matematiques a qualsevol
nivell, des del més elemental, com el del nostre treball, fins al molt superior de la intel-ligéncia
artificial, I'analisi de dades massives (big data) o I'aprenentatge automatic (machine learning),
«les joies de la corona» actuals de I'opcié que hem anomenat externalitat.

2. Un exemple il-lustratiu: sudokus

Tothom sap qué és un sudoku i quin problema planteja. Es un trencaclosques matematic.
Es tracta d’omplir amb les xifres de I'1 al 9 una quadricula de 9 x 9 cel-les dividida en 9
subquadricules de 3 x 3. No es pot repetir cap nimero en cap fila, en cap columna ni en cap
subquadricula. En cada sudoku concret, certes cel-les ja porten d’entrada el numero posat
(son les dades).

Hi ha dues intuicions que son vox populi entre els aficionats als sudokus: (a) amb menys de
17 dades la solucié no sera mai Unica; (b) amb 17 dades o més sempre hi ha una solucié
Unica. L'any 2014, juntament amb dos col-legues, el matematic Gary McGuire, de la Universi-
tat de Dublin, va demostrar computacionalment que cap sudoku amb exactament 16 dades
té solucié unica, perd no que amb 17 dades o més es garanteixi que la solucié és Unica.
De fet, nosaltres hem trobat un sudoku amb 53 dades (!) que té tres solucions o més, cosa
que desmunta de forma radical la intuicié (b). McGuire també va constatar que la majoria
de sudokus tenen unes 25 dades. Un exemple de sudoku amb 24 dades es pot veure a la fi-
gura 1, on curiosament (no és freqlient) notem que hi ha simetria horizontal i també vertical,
i per tant també simetria central, en la posicié de les dades.

9 6 2
413109
1 8
9 7 2
8 1
3 5 4
8 6
5093
5 8 1

Figura 1. Un sudoku.

Sembla logic pensar que, com menys dades tingui un sudoku, més dificil sera resoldre’l.
Aix0 no és cap propietat general. Sovint hi ha valoracions de la dificultat dels sudokus amb
asteriscos, perd generalment les fan les persones que els proposen i, per tant, poden ser
subjectives.
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A la seccié 4 tornarem a aquest exemple i ens plantejarem si hi ha relacié entre el nombre de
dades d'un sudoku i el seu grau de dificultat expressat numéricament (i, per forca, subjectiu).

3. Fonaments teorics

En aquesta seccidé exposem els conceptes i resultats de I'estadistica descriptiva que seran
d'utilitat en el nostre estudi d’exemples concrets. Hi afegim dues subseccions on tractem
amb més deteniment alguns punts i proveim comentaris i demostracions de determinats
resultats. Posem més émfasi en el que es refereix a distribucions bidimensionals i analitzem
més breument el que fa referéncia a distribucions tridimensionals, com una mostra de la
generalitzacié natural del cas anterior a més dimensions.

3.1. Distribucions bidimensionals

3.1.1. Recta de regressid i correlacié lineal

Tenim dues seéries de dades amb n termes: X = (X1,X3,...,X,) i ¥ = (Y1,Y2, -..,Yn). Considera-
des conjuntament, formen una distribucio bidimensional. De vegades interessa saber si hi ha
relacié entre les dades de la primera serie i les de la segona i, més concretament, si aques-
ta relacié és aproximadament lineal. En cas que la resposta sigui afirmativa, té sentit construir
I'anomenada recta de regressié, que dona explicitament la relacié entre les variables x i y.
Aquesta recta permet, entre altres coses, fer prediccions: donat un valor de x diferent de les
dades de la primera seérie, la imatge de x en la recta de regressio ens proporciona el possible
valor de y que li correspondria.

L'Unica restriccié que imposarem d’entrada és que els punts no es trobin tots en una mateixa

vertical, és a dir, que no tinguem x; = x, = - -+ = X, perqué en aquest cas no existiria recta
de regressio de y sobre x. Se sap que les mitjanes aritmétiques son:'
go 22X oyl 2
n n

| que les desviacions tipiques o, i o, queden definides per les varidncies respectives:

,  2—=x? . 2 2.y *)7)2'

n y n
També se sap que

2 v 72

o2 =X, —X° i analogament, af, =V, -V,

on Xx; i y; son les respectives mitjanes aritmetiques dels quadrats. Aixi, la variancia és «la

mitjana dels quadrats menys el quadrat de la mitjana». La demostracio és, per exemple per a
les x:

1. 3 significara sempre > . En qualsevol altre cas, els limits del sumatori estaran especificats.



58 noubiaix 50

no? = Z(Xf —Xx)? = Zx,z — 2)_(2X,- +nx* = EX,Z — nx.

Fins aqui, els parametres s’apliquen a cada série per separat. A partir d'ara, els parametres
descriuran la distribucié bidimensional i dependran de les dues séries alhora.

La covariancia de les dues séries és cov(x,y) = >.(x; — X)(y; — ¥). Es facil veure que
— —> N
cov(xy) = X.y —nXxy,
és a dir, el producte escalar dels vectors menys n vegades el producte de les mitjanes.

El coeficient de correlacid r(x,y) de la distribucié bidimensional és

roy) = ) B X0i—9)
Tonooy VX=X V)

Sempre tenim r(xy) € [—1,1], i la segona expressié és la més comoda per calcular-lo
tabularment. Per a més detalls sobre correlacié i covariancia, vegeu més avall la secci6 3.1.3.

La recta de regressio de y sobre x és de la forma
y =y =mx=x),
on (x,y) és el centre de gravetat de la distribucio i el pendent m és

_covlxy) XY -nxy_G-%y _ N-R0—7)

no? no? o2 M —x)2

Z Xiyi

on Xy = =—— és la mitjana dels productes de les dues séries. La quarta expressié és la
n

més comoda si estem fent els calculs tabularment. Sol ser interessant i il-lustratiu dibuixar
el diagrama de dispersié de les dades sobre uns eixos rectangulars x—y juntament amb la
grafica de la recta de regressio. Per a més detalls sobre el fonament de la recta de regressio,
vegeu la secci6 3.1.2.

L'error quadratic € d'aquesta recta de regressié és

e — C—y)2, on yF=yV+m>x—X eracada (Xx,yi)-
D=y yi=y P Y

L'error per capita e, = ¢/n sembla més interessant a efectes comparatius, ja que reparteix
I'error total entre les n dades (x,y;). Va bé per comparar distribucions bidimensionals amb di-
ferent nombre de dades n. Quan volem comparar dues distribucions on els rangs de variacié
de y sén molt diferents, un tercer error sembla adequat: consisteix a dividir I'error per capita
per la mitjana aritmeética y, que prenem com a representativa de tots els valors de y en cada
cas, i obtenim, doncs, I'error (per capita) normalitzat e = e,/y.
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3.1.2. Larecta de regressid de y sobre x

Hi ha dos métodes principals per fonamentar i obtenir la recta de regressié: un és I'analitic,
basat en el calcul infinitesimal, i I'altre és I'algebraic, basat en 'algebra lineal. Tots dos estan
inspirats pel principi dels minims quadrats: la recta de regressié minimitza la suma dels qua-
drats de les desviacions respecte a la série de les y o, equivalentment, I'error quadratic definit
unes linies més amunt.

A. Métode analitic. La recta de regressio és de la forma
y = do + aiX.
Idealment, tots els punts de la distribucio haurien de satisfer aquesta equacio, és a dir,
yi=do+ax; perai=12,...,n

Tanmateix, usualment aquest sistema de n equacions amb dues incdgnites agd; no té solucié
perque els n punts no estan alineats. Considerem la suma dels quadrats dels errors come-
sos entre els valors reals y;, donats per la distribucio, i els que donaria la recta de regressid,
yi* = ao + aix;. Tindrem un «error total» E, donat per

E = Z(ao + aq X *y,')z.

Aquest error total E, que depén de aq i a;, és una funcié continua, diferenciable i no nega-
tiva, i no té cap maxim absolut perqué, quan ay, a; o tots dos tendeixen cap a o, E tendeix
també cap a oo. En canvi, comprovarem que té un tnic minim absolut, que podrem localitzar
com a minim local. Primer imposem que les dues derivades parcials de E s’anul-lin (condicié
necessaria de punt critic o extrem local):

OF
a—ao=22(ao+a1x,~—y,~)=0, Sy = nae + ay XX,
és a dir, (M
% :22(00+G1X,'*y,')x,':0, inyi:aozxi+a12)(i2'
1

Aquest és un sistema de dues equacions lineals amb les incognites a i a;. Ara fem les deriva-
des parcials segones:

0’E 0’E
aa = Farda; 2L
0’E 0’E

(900601 B

=23x, — =23x
ZX aa% ZXI

Aquestes quatre derivades parcials segones, disposades tal com estan, defineixen la matriu
hessiana H(E) de la funcié E. Aquesta matriu és també la matriu dels coeficients del siste-
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ma (1) donat per lI'anul-lacié de les primeres derivades parcials, i observem que és constant
(independent de ay i a;). Calculem ara el seu determinant (per simplicitat, prescindim dels
coeficients 2 de totes les derivades segones, cosa que no afectara el raonament):

detH(E) = nZ:x,.2 - (in)z.

Per veure que sempre és positiu, comprovarem primer que

detH(E) = Z (X —x)*. 2

1<i<j<n
La demostracié és per induccié sobre n > 2. (a) Peran = 2 tenim
detH(E) = 2(x? +x2) — (x1 + Xx2)* = (x1 — x2)*.

(b) Suposem n > 3ique laférmula (2) val pera 2,...,n — 1. Aleshores,
2
detH(E) =n) ) x? — (Z';xi)z = nZﬁ’_1 x? + nx? — ( 7_1 X —i—xn) —
n—1 _2 n—1 2 n—1 2 2
=n21 X5 — 1 X)) —2Xa 2, Xi—Xp +nx, =

2
:[(nﬂ 7_1x,-2—( 7_1x,-)]+27_1x,22x,, "X+ (n— 1)

Per hipotesi d'induccié, coneixem la suma dels dos primers termes (entre claudators); per
tant,

detH(E) = >, (x—x)+R,

1<i<j<n—1
on Rrecull els dos termes restants. Ara tenim
R= 2'1’_1 x? — 2x, :’_1 X+ (n—"1)x2 = '1’_1 (Xi — 2X)x; + (n—1)x2 =
= '1’_1 (X — 2Xn)X; + Z';_] X2 = 7_1(x,-2 — 2XX, + X2) =
n—1

=217 (xi —xn)%

Finalment,

n—1

detH(E) = Y (i—x2+ > (i—x)2= > (x—x)

1<i<jsn—1 1 1<i<jsn

Com que no tots els punts de la distribucié es troben en una Unica vertical, almenys hi haura
un parell jj tals que x; # x;, i det H(E) sera positiu. Per tant, hi haura només un punt critic.
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Aplicant, per exemple, la regla de Cramer al sistema (1), trobem els coeficients i I'equaci6 de
la recta de regressid, que és

y = ny Xy *ZX:'ZY:'XJF XY *ZX:'ZXM.
Ny — (Xx) nYxt —(Xx)*

En el cas n = 2, I'equacio anterior es redueix a

1= )2 X1Y2 — Xa)1
:y ,VXJr Y. Yy
X1 — X3 X1 — X2

que és simplement la recta que passa pels dos punts (xi,y1) i (x2,¥2).
Ara comprovem que en el punt critic hi ha un minim absolut de E. La forma quadratica defi-
nida per la matriu H(E) és definida positiva segons el criteri de Sylvester, ja que el seu primer

coeficient i el seu determinant sén positius. Aixo implica que la férmula de Taylor de grau 2
de la funcié E en el punt critic p = (ao,a1) és, per a qualsevol punt (x,y) del pla,

£~ Flu) = fp) + 3 (=0 y—a )H(E) (X720 ) > rlp)

jaque H(E) és definida positiva (el residu de la férmula és 0 perqué E és una funcié polinomica
de segon grau de a,,a;). Aixd demostra que en el punt critic p = (ao,a;) hi ha (I'nic) minim

absolutde E.

Tornant al cas general, és immediat comprovar amb la primera de les equacions de (1) que la
recta de regressio passa pel centre de gravetat de la distribucio, ja que

2y 2%
n

=ao +a=—.
n

B. Métode algebraic. Tornem a suposar que la recta que busquem és de la forma
Yy = a1 x + do.

Novament, tots els punts de la distribucié haurien de satisfer aquesta equacié. Aixo ens do-
naria un sistema de n equacions lineals amb dues incognites: a; i ao. Escrit en forma breu
seria

axi+ao =y peri=12...,n.
En forma matricial el sistema s’escriu

(@4

Il
&)
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0, més explicitament,

X1 b4

X3 1 ( a ) _ 3%
1 do

Xn 1 Yn

En general, el sistema sera incompatible llevat que els n punts estiguin alineats. En termes
vectorials, busquem dins de I'espai R" un vector u’ del pla H generat per ¢; = (X1,Xz,...,Xp) i
¢ =(1,1,...,1) talque u’ = u, i és, doncs,
U =a(x,x...x0) +ao(1,1,...,1) = (V1Yo .- Yn) = UL
Que el sistema sigui incompatible significa que u = (y1,¥2,...,¥a) ¢ H, i per tant la relacié
precedent és impossible. L'alternativa proposada pel principi dels minims quadrats consisteix
a buscar el vector u’ € H més proxim a u, i per tant u’ ha de ser la projeccié ortogonal de u
sobre H perqueé és la que minimitza ||u — U’|| entre tots els vectors u’ € H. La condici6 que
ha de complir v’ € H per ser la projeccié ortogonal de u sobre H és que u — u’ L H, que es
tradueix en
u—u lec i u—uv lc.
Aixo equival a imposar
U'C]ZU/'C1 i U'C2=U/'C2,
gue podem expressar matricialment com
C'Cx = C'D,
o, introduint A = C'Ci B = C'D (A resulta quadrada 2 x 2 i simétrica),

AX =B,

sistema compatible i, a més, determinat (solucié Unica), ja que explicitament queda

(%) e (3):

de manera que

detA = detH(E) = > (xi—x)*#0

1<i<j<n
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i la solucié Unica del sistema AX = B és la mateixa que dona el metode analitic. A més,
e=u-u|l=VE
que és el que s'anomena error quadratic de la recta de regressié obtinguda.
No és dificil veure que el pendent m de la recta de regressié definit en la secci6 3.1.1 coin-

cideix amb el pendent g, calculat en aquesta seccié. En efecte, dividint per n?> numerador i
denominador de a; tenim, recordant que o2 = X; — X2,

IRIBDR PN o
- nYXyi — XY _ n n_ . n_ _ XXy _
Ny — (LX) X <2_x) o3 ’
n n

segons la tercera expressié de m donada en la secci6 3.1.1.

3.1.3. Covariancia cov(x, y) i coeficient de correlacid r(x, y)

Per comencar, convé notar que la covariancia és simetrica, és a dir, cov(y,x) = cov(x,y). Siles
dades estan totes en una mateixa vertical o bé en una mateixa horitzontal, és facil veure que
cov(y,x) = 0 = cov(xy).

Ara cal justificar les dues expressions d’aquest parametre que apareixen a la formula del co-

eficient de correlacié r(x,y) a la seccié 3.1.1. Per a aix0, només cal comprovar la igualtat dels
numeradors, ja que els denominadors sén, Obviament, identics. |, en efecte,

cov(xy) = X.

<!
|
S
x
<
I
x
<
|
>
x|
<
I
S
=
|
>
x|
<|
Il
>
<
|
x|
<l

mentre que

D6 =X —Y) = XXy —Y Y xi—X > yi+nxy = n(xy —Xy).

Passem ara al coeficient de correlacié. També per simetria tenim

r(y,x) = r(xy)
i, en els dos casos extrems, I'horitzontal i el vertical, r(x,y) = 0.

Es defineix la variacié total de y com
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Ara comprovarem que

Z(J/i —y)? = Z(Yi Y )+ Z(y,* -y

Comencem per la identitat

Yi—y=Wi—y")+ =y

Elevant al quadrat els dos termes i sumant per a tot i obtenim

D=V =Dy + Y =9+ 2S,
on
S=20 =y —y) =20 — a0 — axi)(ao + arx; — y) =
=do X (i — do — avx;) + ar 2(¥i — Ao — avxi)Xi — Y 2 .(Vi — do — aix;) =0
aplicant les equacions (1) als coeficients de aq,a,,y.

Aixi doncs, la variacié total queda dividida en dos termes:

noy = 30 =)= 30 -y 0 9>

El primer terme del segon membre és la variacié no explicada, mentre que el segon terme és
la variacio explicada perqué segueix un patré de referéncia, cosa que no fa el primer.

El coeficient de correlacic r(x,y) es defineix com I'arrel quadrada del quocient entre la variacié
explicada i la variacié total, amb signe positiu o negatiu segons el signe del pendent m de la
recta de regressid. Simbolicament:

* 7)2
r(xy) = + SN(/ibily _3/) :
i —y)?
Aquesta és una definicié raonada de r(x,y). Haurem de comprovar que aquesta expressié és
equivalent a la de r(x,y) que apareix a la secci6 3.1.1. Abans, observem que r(xy) € [—1,1] i
que, com a casos particulars extrems: (a) si la variacié explicada és nul-la, r(x,y) = 0; (b) si la
variacié no explicada és nul-la, r(x,y) = £1.

Fem la comprovacié anunciada. De I'equacio de la recta de regressio tenim

* —

yi =y =ai(x—Xx).
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Per tant,

U 3 (7 S Y 5%
Ay i S

Ara bé, segons la quarta expressié del pendent m en la secci6 3.1.1,

26 =Xy —y)
206 —=x)2

a,=m=

Substituint a I'equacio prévia i simplificant un factor > (x; — X)? resulta

> B [Z(Xi*)_()(Yi*V)]Z
T = S RS VP

i, en definitiva,

_ 2 =X)y—Yy)
R T ey s v

El signe + ja va incorporat al numerador d’aquesta expressio.

Considerem finalment la covariancia per capita

ZW*@M*W.

o =
Xy n

Aleshores en resulta una expressié simplificada del coeficient de correlacié:

Oxy

rixy) = oo
xOy

També el pendent m de la recta de regressié de y sobre x admet expressions més simples:

Si els punts de la distribucié no estan tampoc en una mateixa horitzontal, pensem en la recta
de regressié de x sobre y, que és analoga mutatis mutandis a la de y sobre x que hem estat
considerant exclusivament fins ara, i escrivim

x—X=m'(y —y).

Es obvi que
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i, per tant,

mm’ =r(xy)?

expressio que es podria adoptar com a definicio del coeficient de correlacio. En particular,
si les dues rectes de regressié coincideixen, m = m’, hi ha una correlacié lineal perfecta i,
per tant, r(xy) = 1. En canvi, si r(x,y) = 0, les rectes de regressié sén perpendiculars. Es pot
interpretar que, en general, el coeficient de correlacié ve a ser una mesura de I'angle a que
formen les dues rectes, encara que la relacié no és senzilla (lineal):

/ 2 2
m-—m r O'y (%

S l+mm 1+ o0,

tan(a)

3.2. Distribucions tridimensionals

Per completar aquest resum teoric considerarem el cas d'una distribucié amb tres variables.
Tenim, doncs, tres sériesdedades amb ntermes cadauna: Y = (X1,Xa, .. .,Xn),T/> =(Y,Yy...,Ys)
i ? = (Z1,Zy, ...,Z,).Considerades conjuntament, formen unadistribucié tridimensional.L'inica
restriccio que imposarem d’entrada és que els punts (X;,Y;,Z;) no es trobin tots en una mateixa
vertical (paral-lela a I'eix Z), perqué en aquest cas no tindria sentit establir una relacié de Z
comafunciéde XiY.

Les mitjanes aritmétiques X, Y i Z es defineixen com en el cas bidimensional.? El punt (X,Y,Z)
sera el centre de gravetat de la distribucié. Reservarem les corresponents lletres minuscules
X, y i z per a les variables normalitzades, que sén les desviacions de les variables originals
respecte a les seves mitjanes aritmetiques:

També es defineixen com en el cas bidimensional les desviacions tipiques oy, oy i oz, de-
terminades per les respectives variancies. | segueix tenint validesa que cada variancia és «la
mitjana dels quadrats menys el quadrat de la mitjana». Val la pena remarcar tres punts de
facil comprovacio: (a) la mitjana aritmetica de les variables normalitzades és nul-la, és a dir,
>xi = >y = >,z = 0; (b) les seves desviacions tipiques coincideixen amb les de les varia-
bles originals, o, = 0x, 0, = 0y i0, = 0 (c) el coeficient de correlacié de dues qualssevol
d’aquestes variables coincideix amb el de les seves variables normalitzades, per exemple,
r(X,Y) = r(xy). Tot aix0, que també era valid en el cas bidimensional, sera d'utilitat aqui per
alleugerir la notacié en alguns moments.

Ens ocuparem ara d’estudiar tres conceptes principals: (a) el de pla de regressio lineal de la
distribucié tridimensional, que descriu, si existeix, la dependéncia aproximadament lineal
d’una de les variables (escollirem la Z) en funcié de les altres dues (X i Y) i es basa en el principi
dels minims quadrats; (b) I'error quadratic que dona aquest pla d'equacié Z = f(X,Y) quan fem

2. 3 seguira significant sempre > " ..
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servir aquesta funcié per estimar valors de Z a partir de valors de X i Y; i (c) el coeficient de
correlacié (global) que mesura la qualitat de la dependéncia donada per la funcid lineal f.

El pla de regressié lineal sera de la forma
Z=aX-+bY+c 3)

Les constants a,b,c son els coeficients de regressié parcial. La situacié ideal (dependeéncia lineal
perfecta) es donaria si

Zi=aX;+bY;+c perai=1.2...,n.
Introduint les variables normalitzades x,y,z, I'equacié (3) passa a ser
z = ax + by.
Seguint un procés similar al del cas bidimensional, partim de
z; = ax; + by, (4)

Multiplicant ara I'equacio (4) separadament, primer per x; i després per y;, i sumant en cada
cas terme a terme, obtenim

Mzx;=ad.x? +b>xy,

Yzyi=ayxy +bXyl

que és el sistema d’equacions lineals que determina els coeficients a,b.3 Escrit matricialment

es:
(s 3)(5)-(55)

Aplicant, per exemple, la regla de Cramer, la solucié del sistema dona

g DEXNLY DA XY DZX X — DI X
20 2yt — (xi)? 20X 27— (Xxi)?

3. Elsistema equivalent amb les variables originals és
Zi=aY Xi+bdYi+cn,
YZXi=aX, XP+bYXYi+cY X,
DZYi=ay XiYi+bY Y24+ V.

El tractament teoric d’aquest sistema és forca més complicat que el del sistema (5).
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Aleshores, 'equacic del pla de regressié de Z sobre X i Y és

Z—-Z=a(X—-X)+b(Y-Y).
Nota. Tanmateix, és convenient indicar que, en un exemple numeéric, és millor preparar una

taula numeérica amb les dades originalsi els calculs addicionals necessaris i resoldre el sistema
detallat en la nota 4, per obtenir I'equacié del pla amb la forma

Z=aX+bY+c
D’aquesta manera reduim els petits errors que indefectiblement impliquen les aproxima-
cions. També arrosseguem errors si introduim els anomenats coeficients de correlacié bindria,

que son els coeficients de correlacid de les tres distribucions bidimensionals subjacents a la
tridimensional que estem considerant:

r(XY)=r(xy), r(XZ)=r(xz) i r(V,Z)=r(yz2).
Després de tenir en compte les relacions
Zx,? = no’, Ey,z =no; i Zx,-y,- = noyoyr(xy)
i, analogament,
Zx,-z,- = Nno,o,r(xz) i Z yizi = no,o,r(y,z),

i simplificar alguns termes, és cert que les equacions (5) queden

aoy + boyr(xy) = o,r(xz)

aocyr(xy) + bo, = o,r(y.z),

o, en forma matricial,

Oy oyr(xy) ay_, r(x,z)
oxr(xy) oy b ) "\ rlyz) )
Aplicant la regla de Cramer obtenim les expressions de a,b i, com a equacicé del pla de regressié
dezsobrexiy,*

2 rxz) = b)) x| rlyz) — ry)rixz) y

o, 1 —r(xy)? Oy 1 —r(xy)? oy

4. Esfacil veure que, eliminant per exemple la y, aquesta equacio es redueix a

z X
— =r(xz)—,
o, Oy

que és |'equacié de la recta de regressié bidimensional de z sobre x.
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No obstant I'aspecte agradable i simétric d'aquesta equacid, els coeficients de correlacié bi-
naria que hi apareixen arrosseguen errors d'aproximacioé pel seu propi calcul, i per tornar a
les variables originals del problema cal, a més, introduir les mitjanes aritmétiques. Per aixo en
la nota de més amunt s’ha inclos el comentari sobre els exemples numeérics.

L'error quadratic € de Z sobre X i Y es defineix per
ez(XY) = Z(Z,- —Z¥)?2, on Z¥=Z+aXi—X)+b(Y,—Y) peracada (X,Y)).

Tanmateix, és més habitual considerar I'error tipic de I'estima, que ve a ser un error per capita i
és donat per

Z,— Z}*)?
82()(,Y) _ Z( ! i ) .
n
El coeficient de correlacié multiple Rz(X,Y) de la distribucié tridimensional es defineix com

0(X.Y)2
Ry (XY) =4 [1 — e2XY)?

2
0z

Aquest coeficient de correlacié multiple sempre varia entre 0i 1. Com més s'acosta a 1, millor
és la relacié lineal entre les variables. Com més s'acosta a 0, la relacié lineal és pitjor. Si el
coeficient és 1, la relacié lineal és perfecta. Si és 0, no hi ha relacio lineal pero n’hi pot haver
d’un altre tipus. (Hi ha expressions alternatives d’aquests dos nous parametres en termes dels
coeficients de correlacié binaria que, per les raons ja explicades, no farem servir.)

4. Exemple: sudokus

Ens plantegem donar resposta a la qliestié segiient: hi ha relacié entre el nombre de dades
d’'un sudoku i el seu grau de dificultat expressat numéricament?

Un de nosaltres va tenir ocasié de resoldre els 108 sudokus d'un quadern publicat per Edigra-
ma el 2021, on els graus de dificultat anunciats eren: *** (16 problemes), **** (46 problemes)
0 **¥*¥ (46 problemes). Els va completar en, aproximadament, un mes. Un d’ells era I'exemple
de lafigura 1 (seccio 2) i tots tenien el mateix tipus de simetria horitzontal i vertical.

Després de resoldre cada sudoku, va valorar-ne la dificultat, segons aquestes opcions: F (facil),
R (regular), D (dificil) i D* (molt dificil). Son els graus de dificultat, en sentit creixent. Evident-
ment, aquesta valoracio també és subjectiva. De fet, es va observar que, sovint, la dificultat
també depéen una mica de la «lucidesa» de qui intenta resoldre el sudoku en el moment de
trobar la solucid, i aixd també és logic. No és estrany que d’un problema que es deixa encallat
a la nit, se’n trobi la solucio I'endema al mati sense excessives dificultats.

No ens aturarem a explicar la diferéncia entre ‘dificil’ i ‘molt dificil’, pero és cert que és notable.
Per tant, a I'hora de quantificar els quatre graus, I'assignacié ha estat: F = 1,R = 2, D = 3i
D* = 5. Aqui també hi ha subjectivitat, és clar.
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Vegem en la taula 1 la graella de freqliéncies. La variable x descriu les dades de cada sudoku,
des de 21 fins a 31, mentre que la variable y descriu el grau de dificultat. Dins de cada cel-la hi
ha la frequiéencia de cada parell (dades, grau). Fins aqui arriba la descripcio de la part empirica,
és a dir, els resultats de I'experiment.

Taula 1. Freqiiéncies de cada parell (dades, grau de dificultat).

ylx—[21]22[23[24]25]26]27[28]29]30]31 [ sumes
D* =5 1 1 1 3
D=3 1 411 1 7
R=2 1 3[ 1] 5] 9] 5][3 27
F=1 5] 8[12]20]18] 2] 2] 4 71
[sumes | 1] | 4] 7[17]23[25]23] 2| 2] 4] 08|

Per exemple, dels 25 sudokus amb x = 27 dades, n’hi ha 20 que soén facils (F = 1) i 5 de
regulars (R = 2).

Passem ara a la part analitica. Es tracta de comprovar si ‘menys dades, més dificil’ és una
hipotesi plausible i quina és la recta de regressio lineal de y sobre x, és a dir, si es pot preveure
amb certa aproximacio el grau de dificultat d'un sudoku a partir de les seves dades. Amb
aquest objectiu hem estudiat la distribucié bidimensional x,y.

Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacio r = r(x,y) entre dues variables, que sempre esta a l'interval
[—1,1], dona aqui r = —0,29. Significa que hi ha poca correlacié entre y i x, i el signe
negatiu indica que, molt grosso modo, com més dades, menys dificultat.

o La recta de regressié de y sobre x dona y = 5,20 — 0,14x. Es pot veure representada
en el diagrama de la figura 2. Com esta previst, passa pel centre de gravetat (X,y) =
(26,53, 1,49).

o L'error quadratic d’'aquesta recta és ¢ = 8,383. Més interessant sembla |'error quadratic
per capita €y, que reparteix equitativament I'error total entre tots els sudokus estudiats
i dona gy = 0,078 de mitjana per a cada un.

y: grau de dificultat coeficient de correlaci6:
—0,295
D*=5 1 ® ° ® recta de regressio:
y=520-0,14x
4 -+
D=3 ° @ o °
R=2

0 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

x : dades

Figura 2. Diagrama de dispersio dels sudokus estudiats.
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La figura 2 ens dona el diagrama de dispersié de I'experiment. Cal advertir que el gruix de cada
cercle és aproximadament proporcional a la freqliencia de la parella (dades, grau) correspo-
nent. Es pot observar que la recta de regressié decreix i travessa el nucli de la distribucié. A
la seccié seglient compararem aquests resultats amb els que s'obtenen en un cas totalment
diferent.

5. Exemple: venda amb targetes de credit

El 2008 es va inaugurar una farmacia en un barri modest de la tercera ciutat catalana. El
«farmaceutic consort», amic nostre, va rebre diversos encarrecs i ens en va parlar recentment:
un d’ells era revisar cada dia els tiquets dels pagaments amb targeta fets pels clients, per
comprovar si el banc abonava I'import net corresponent després de quedar—se la comissié
del 0,3 % sobre I'import brut. Des de l'inici de la pandémia feia aquesta feina no a diari sind
un cop per setmana, cosa que suposava comptar cada vegada 6 feixos de targetes (de dilluns
a dissabte, llevat dels festius).

Després de 14 anys, segons va explicar, deu haver revisat milers de tiquets, perd mai no els
havia comptat. L'any 2021 es va decidir a fer—ho: disposa, doncs, per a cada mes del 2021, del
nombre de compres fetes amb targeta i I'import total net. Total: 4.400 targetes. La sensacio
aproximada que té és que «com més targetes hi ha, més puja I'import total», encara que
aquesta no és una regla rigida. Com podriem comprovar amb les seves dades quin grau de
validesa té la seva sensaci6 intuitiva?

Tenim dues séries de dades, cada una amb 12 components: el nombre de targetes de cada mes
i 'import total net mensual. S6n valoracions objectives. Tanmateix, I'experiment queda condi-
cionat per molts factors: 'emplacament de la farmacia, el tipus de clientela que té, I'eleccid
que fa cada client entre pagar en efectiu o amb targeta, I'efecte de la pandémia, etc. | només
tenim les dades d'un any, mes per mes. Per tant, els resultats dificilment serien extrapolables,
no només a altres farmacies sind fins i tot a altres anys d’aquesta.

La taula 2 ens dona les dades de la distribucié bidimensional que estudiarem.

Taula 2. Nombre mensual de targetes de crédit i imports nets corresponents.

mes gener febrer marg abril maig juny
targetes (x) 294 321 419 361 376 371
import (y) | 4.261,83 | 3.983,60 | 5.713,97 | 4.802,22 | 5.624,81 5.561,59
mes juliol agost setembre | octubre | novembre | desembre
targetes (x) 366 281 344 420 381 466
import (y) 5.452,62 | 4.070,60 | 513648 | 5.196,56 | 4.575,67 6.612,53

El nombre de targetes (x) és una quantitat de tres xifres, mentre que I'import en euros (y) ve
donat amb quatre xifres i dos decimals. Aquesta diferencia fa que el diagrama de dispersié
hagi de tenir a I'eix de les y una escala diferent que a I'eix de les x.
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Passem ara a la part analitica. Volem comprovar si «<com més targetes, més import net total»
era una hipotesi plausible i quina era la recta de regressié lineal de y sobre x, és a dir, si es
podia preveure amb certa aproximacié I'import mensual a partir del nombre de targetes.

Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacié r entre dues variables, que sempre esta a l'interval [—1,1],
dona aqui r = 0,85. Significa que hi ha una correlacié positiva notable entre y i x, cosa
que grosso modo confirma la intuicié del nostre amic.

o Larectaderegressié dey sobrex dénay = 12,5x + 500. Es pot veure representada en el
diagrama de dispersié de la figura 3.

« L'error quadratic d'aquesta recta és ¢ = 1,346,20 i I'error quadratic per capita dona g, =
112,18 de mitjana per a cada mes. Aquest és un error notable a primera vista, és a dir,
en termes absoluts, pero cal tenir en compte el rang dels valors de y.

La figura 3 dona el diagrama de dispersié de I'experiment. Es pot observar que la recta de
regressio creix i s'acosta forca a la majoria dels 12 punts (x,y). El nimero que acompanya

cada punt en aquesta figura representa el mes corresponent.

y : import net (euros)

7.000 t coeficient de correlacié: = 0,85
recta de regressio:
1 y=125:+50 12°
6.000 T
5
ce /3
- °
9 .7 el0
5.000 1 A (%,5)
4
°
B 1 11
40001 8 e2
3.000 t t t t : :
300 400 500
200

X : # targetes

Figura 3. Diagrama de dispersio de les vendes amb targeta.

Comparem els resultats d'aquest estudi de les targetes amb els dels sudokus. En el cas dels
sudokus, la correlacié r = —0,29 és baixa en termes absoluts, és a dir, obviant el signe, i I'error
per capita també és «petit»; en canvi, per a les targetes, la correlacié r = 0,85 és forca alta
i I'error per capita també és «molt gran». Tanmateix, la recta de regressio per a les targetes
sembla més ajustada a les dades que la dels sudokus. El motiu d’aquesta contradiccié aparent
és que el rang de les y és [1,5] per als sudokus i aproximadament [3,983, 6,612] per a les
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definit al final de la secci6 3.1.1. La taula 3 compara tots els valors rellevants.

Taula 3. Comparacié amb I'exemple dels sudokus.

error quadratic | error per capita | mitjanadelesy | error normalitzat
€ €0 y ey
sudokus 8,383 0,078 1,49 0,0523
targetes 1.346,20 112,18 5.082,71 0,0221

Ara es veu clar que, adequant en cada cas I'error per capita al rang de les y (o, equivalentment,
a I'entorn de la mitjana aritmeética de les y), I'error per capita normalitzat de les targetes és
bastant menor que el dels sudokus, com suggereixen les grafiques de les rectes de regressio
respectives. Sembla, doncs, que aquest ultim parametre reflecteix millor els diagrames de
dispersio. La diferéncia encara seria més gran prenent com a parametre ¢/y: donaria 5,6226
per als sudokus i 0,2649 per a les targetes.

6. Exemple: venda lliure

Un dels parametres importants per a la valoracio d'una farmacia (per exemple, a I'hora d’'una
compravenda) éslaproporcid que presentadevendalliure (desd‘ara, VLL) en el total d'ingressos.
Els preus de la VLL no estan regulats (d'aqui ve el qualificatiu): cada farmacia els decideix

i pot modificar—los en tot moment, encara que hi ha una certa uniformitat, sobretot entre
farmacies proximes.

Els supermercats tenen productes que també es venen a les farmacies (parafarmacia, per
exemple) i poden oferir—los a preus inferiors perqué compren més a I'engros. Fins al punt
que algunes farmacies, després d’'indagar en els supermercats proxims, acaben venent al
mateix preu o amb pérdues alguns d'aquests productes per no deixar escapar clients.

Hi ha tres emplacaments tipics per a una farmacia: a prop d'un centre d’atencié primaria
(CAP), centrica o en una barriada. Les farmacies proximes a un CAP despatxen moltes re-
ceptes, com és logic; les centriques tenen una alta VLL, fins i tot superior a les receptes del
Sistema Catala de Salut (des d'ara, SCS); finalment, les farmacies de barriada no destaquen
perla VLL.

El nostre objectiu és I'estudi de la relacié entre I'import total que paga el SCS i el de la VLL.
Ens cenyirem a les dades mensuals del 2021 de la mateixa farmacia de I'exemple 5.

Tenim, doncs, dues séries de dades, cada una amb 12 components mensuals: 'abonament
del SCS i I'import de la VLL. La taula 4 ens dona les dades de la distribucié bidimensional que
estudiarem.
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Taula 4. Dades del SCSidela VLL.

mes gener febrer marg abril maig juny
SCS (x) | 37.763,17 | 34.490,70 | 42.904,53 | 36.429,43 | 40.741,81 | 44.417,78
VLL (y) | 8.202,35 | 8.092,48 | 9.443,87 | 8.926,15 | 9.156,85 | 9.620,87
mes juliol agost setembre | octubre | novembre | desembre
SCS (x) | 39.931,27 | 37.189,63 | 41.038,80 | 39.765,75 | 42.393,33 | 41.965,91
VLL(y) | 9.797,36 | 7.252,55 | 9.282,99 | 9.825,66 8.400,31 12.010,76

Encara que els imports del SCS tenen cinc xifres enteres i dos decimals, mentre que la majoria
dels de la VLL son de quatre xifres enteres i els rangs de les variables sén diferents, en el
diagrama de dispersio I'escala de I'eix de les y sera la mateixa que a I'eix de les x. Com a la
figura 3, 'artifici per no desaprofitar espai ha consistit a situar I'origen dels eixos en el punt
(34,7).

Passem ara a la part analitica. Volem veure si hi ha una bona relacié entre les dues séries de
dades i quina és la recta de regressié de y sobre x.

Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacio r entre dues variables, que sempre esta a l'interval [—1,1],
dona aqui r = 0,5396. Per tant, la VLL esta només relativament relacionada amb els
pagaments del SCS.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(39.914,34, 9.167,68).
« L'equacié de la recta de regressié de y sobre x ésy = 0,2186x + 442,6184.

o L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 3,326,34, I'error quadratic per capita dona g, =
277,19 de mitjana per a cada mes i I'error normalitzat és e = 0,0302. Aquest Ultim esta
compreés entre el de les targetes (0,0221) i el dels sudokus (0,0527).

La figura 4 dona el diagrama de dispersié de I'experiment. La recta de regressio creix lenta-
ment i es distancia de la meitat dels 12 punts (x,y). També hi ha marcada amb tra¢ discontinu
la poligonal que va unint successivament, seguint l'ordre de les x creixents, els punts de la
distribucié (el nimero al costat de cada punt indica el mes de I'any). Pensem que la singular
posicié del punt 12 s’explica perqueé al desembre la gent incrementa la compra de productes
de venda lliure com a regals tipics de I'época. En canvi, la baixa proporcié de venda lliure dels
mesos d'agost i novembre és deguda, respectivament, a les vacances d'estiu i al black friday,
que no es practica a les farmacies.
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(milers d’euros) error per capita normalitzat: €] = 0,0302
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Figura 4. Diagrama de dispersié de la VLL vs. el SCS.

7. Exemple: futbol de la Primera Divisio espanyola

La Primera Divisio del Campionat de Lliga d’Espanya la formen 20 equips. Durant la primera
volta, cada jornada es juguen, doncs, 10 partits, cada un al camp d’un dels dos contrincants.
A la segona volta fan el mateix pero al camp de l'altre. Per tant, en total hi ha 38 jornades,
19 a la primera volta i 19 més a la segona. Quan un equip guanya a un altre, el primer rep 3
punts i el segon 0. Si empaten, reben 1 punt cada un.

Els quatre primers classificats jugaran la Champions League la temporada seglient; el cin-
qué i el sisé jugaran I'Europa League. A l'altre extrem, els tres darrers classificats baixen a la
Segona Divisié la temporada seglient; els substituiran els tres primers classificats d'aquesta
divisié (els dos primers directament, mentre que el tercer surt d’eliminatories entre els quatre
seglients, els que ocupen les posicions tercera, quarta, cinquena i sisena).

Com és logic, els resultats de cada equip a la segona volta solen ser diferents dels de la pri-
mera volta. L'objectiu d’aquest estudi és analitzar els comportaments a la primera i la segona
volta. Prendrem les dades de la temporada 2020—2021 i ens fixarem només en els equips
més forts d’'una banda i en els més débils de Ialtra. Els primers estan interessats a quedar en
els «llocs europeus; els segons, a fugir dels tres llocs més baixos de la classificacio final.

De millor a pitjor, en acabar la primera volta els equips més forts van ser els seglients: Atlé-
tico de Madrid, Real Madrid, Barcelona, Sevilla, Villarreal, Real Sociedad, Granada i Betis. El
Villarreal tenia garantit I'accés a la Champions League perque havia guanyat I'Europa League
la temporada anterior 2019—2020 (norma europea). També de millor a pitjor, a meitat de
temporada els equips més debils van ser els seglients: Getafe, Athletic de Bilbao, Valencia,
Eibar, Valladolid, Alavés, Elche, Osasuna i Huesca. En tots dos casos, al final de la competicid
hi va haver alguns canvis d’ordre.
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La doble taula 5 ens dona la puntuacié de cada equip en acabar la primera volta (jornada
19) i al final de la temporada (jornada 38). Aixo ens donara les dades x,y de la distribucio
bidimensional que estudiarem, primer per als equips forts i després per als débils. Per raons
d’espai, hem abreujat els noms d’alguns equips.

Taula 5. Puntuacions a mig campionat (jornada 19) i al final (jornada 38).

equip | AMadrid | RMadrid | Barca | Sevilla | Villa | RSoc | Grana | Betis
J19(x) 48 40 37 36 33 30 28 26
J38(y) 86 84 79 77 58 62 46 61

equip | Geta | AthB | Valen | Eibar | Valla | Alav | Elche | Osasu | Huesca
J19(x) | 23 21 20 19 19 18 17 16 12
J38(y) | 38 46 43 30 31 38 36 44 34

Amb aquestes dades ja es veuen diferencies de comportament notables entre els equips. A
la meitat del campionat, els cinc primers tenien plaga per a la Champions League, i el sisé i el
sete, per a I'Europa League, pero no hi havia res definitiu. Quedaven molts punts per disputar.
El Betis, per exemple, podia aspirar a anar a I'Europa League.

A la banda baixa, també tot podia canviar. De moment estaven en risc Elche, Osasuna i Hues-
ca, pero també perillaven Alavés, Valladolid, Eibar, Valencia... Degut a les diferéncies entre el
rang de variacié de x i el de y en tots dos casos, I'escala per a la y sera diferent de la de la x en
els diagrames corresponents inclosos més avall.

y: punts finals J 38

88 T coeficient de correlacié: 0,85584 A Madrid
R Madrid °
84 1 °
Barcelona
80 -+ °
76 + °
Sevilla
72 +
68 recta de regressio:
y=1,71818x+9,41818

64 T

°
0 1 Betis
56 T Villarreal error per capita normalitzat:

g;=0,01249
52 +
48 T Granada
°
44 + + + + + + + + + + + +
26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

24 X: punts parcials J 19

Figura 5. Diagrama de dispersio dels equips amb aspiracions europees.
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Passem ara a la part analitica. Hem estudiat en els dos casos la distribucié bidimensional x,y.
En primer lloc considerem el grup dels equips forts. Els resultats sén els segiients:

« El coeficient de correlacio r entre dues variables, que sempre esta a l'interval [—1,1],
dona aqui r = 0,85584. Significa que hi ha molta correlaci6 entre y i x. Es a dir, els
resultats de la segona volta estan, en general, en consonancia amb els de la primera.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(34,75, 69,13).

o Larecta de regressié de y sobre x dénay = 1,71818x + 9,41818. Es pot veure represen-
tada en el primer diagrama de dispersio (figura 5).

« L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 6,90909, I'error quadratic per capita dona g, =
0,86364 de mitjana per a cada equip i I'error normalitzat és ¥ = 0,01249. Aquest Ultim
és forca baix en comparacié amb exemples previs.

Passem al grup d’equips debils. La figura 6 dona el seu diagrama de dispersio.

y: punts finals J 38

Ath Bilbao
46 T coeficient de correlacio: 0,97929 °

44 1 o

Osasuna
42
40 + recta de regressio:
y = 1,95288x+ 1,97502 Alavés
38 °
Getafe
36
Huesca error per capita normalitzat:
34 + ° g, =10,06148
32 Valladolid

°-

30 } } } o } } } }
16 17 18 Eibar 20 21 22 23

x: punts parcials J 19

Figura 6. Diagrama de dispersio dels equips en risc de descens.
Els resultats aqui son els seglients:

« El coeficient de correlacio r entre les dues variables dona aqui r = 0,97929. Significa que
encara hi ha més correlacié entre y i x, és a dir, en general, entre els resultats de les dues
voltes.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(18,33, 37,78).

o La recta de regressié de y sobre x dona y = 1,95288x + 1,97502. Es pot veure represen-
tada en el segon diagrama de dispersio (figura 6).
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o L'error quadratic d'aquesta recta és ¢ = 20,90301, I'error quadratic per capita dona g, =
2,32256 de mitjana per a cada equip i I'error normalitzat surt e = 0,06148. Aquest
ultim també és baix en comparacié amb alguns exemples previs (no pas tots).

Comparem ara els dos grups d'equips. El coeficient de correlacio, curiosament, és més alt per
als equips débils. Aixo pot ser degut que, en general, els equips forts tenen motivacions i
plantilles superiors per «<mantenir i superar el ritme» durant la segona volta, mentre que als
debils els passa més aviat el contrari. Tot i aixi, els dos centres de gravetat comparteixen la
propietat que la segona component (mitjana de puntuacions finals) és el doble de la primera
(mitjana de la primera volta).

En relacio amb la recta de regressid, cinc equips forts estan per sobre, i aixo significa que s’han
esforcat més a la segona volta, mentre que els altres tres han perdut pistonada. Analitzats
individualment, I'Atlético de Madrid no ha fet gaire els deures i ha acabat campié molt justet.
Real Madrid, Barcelona i Sevilla han perseverat i han mantingut el seu ordre particular. Els
quatre s'han classificat per a la Champions League. La Real Sociedad i el Betis també han
apretat i s’han classificat per a I'Europa League, superant el Villarreal, que s’ha relaxat perquée
tenia la Champions garantida per norma de la UEFA. El Granada és el que menys esfor¢ ha fet
i ha quedat desbancat pel Betis.

Entre els débils, sis s’han esforcat i els altres tres no. Aquests sén el Getafe, que s’ha vist
superat per I'Athletici el Valencia, i sobretot el Valladolid i 'Eibar, que cauen a Segona Divisio
juntament amb I'Huesca, que ha fet un esfor¢ gran pero insuficient perquée venia de molt
avall. Dels altres sis, a banda dels ja comentats, I'Alavés ha igualat el Getafe, mentre que Elche
i Osasuna han sortit del pou.

Finalment, els errors quadratic i per capita dels equips débils son el triple dels corresponents
als forts, mentre que l'error normalitzat és sis vegades superior. Aixo indica que més de la
meitat dels equips deébils s'han desviat molt de la recta de regressid, mentre que entre els
forts només el Granada ha quedat clarament lluny de la recta.

Com a comentari final, destaca la regularitat i I'estabilitat a la part alta de la taula (equips
forts) i la manca d’aquestes propietats a la part baixa (equips débils), amb el canvi (dramatic)
dels dos equips que al final acompanyen I'Huesca a Segona Divisié. Hi ha trets comuns, com
ara que en els dos centres de gravetat la segona coordenada dobla la primera: aixo és bo
per als forts i dolent per als debils, que haurien hagut de millorar durant la segona volta.
El coeficient de correlacié és alt en ambdos casos, pero té significat positiu per als forts i
negatiu per als debils. Els tres errors quadratics també mostren que els equips forts han estat
més consistents, mentre que els debils s’allunyen molt més, a la baixa, d'un comportament
regular.

8. Exemple: qualificacions académiques

A I'Escola Superior d’Enginyeries Industrial, Aeroespacial i Audiovisual, ubicada en el Campus
de Terrassa de la UPC, hi ha dos graus d’Aeronautica: el grau en Enginyeria en Técniques
Aeroespacials (GRETA) i el grau en Enginyeria en Vehicles Aeroespacials (GREVA). Tant en
I'un com en l'altre hi ha tres assignatures de matematiques en els dos quadrimestres inicials:
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Algebra i Calcul I durant el primer (tardor) i Calcul Il durant el segon (primavera). No hi ha
establerts prerequisits entre elles.

L'objecte d'aquest estudi és la possible relacié entre les notes finals de les tres assignatures.
Ens centrarem en el GREVA i, més concretament, en les notes obtingudes pels estudiants
durant els quadrimestres de la tardor de 2016 i de la primavera de 2017. Els dos professors
gue van impartir aquestes tres assignatures tenien criteris de qualificacié semblants.

A les actes finals consten 62 estudiants matriculats tant d’Algebra com de Calcul |, quatre dels
quals no es van presentar a Algebra perd si a Calcul |, mentre que dos d’aquests quatre i un
tercer no surten a l'acta de Calcul ll, que, per tant, tenia 59 matriculats. D’entrada, assignarem
un 0 en una assignatura a cada estudiant no matriculat o no presentat (d’ara endavant, NP,
geneéricament). Si convé, modificarem aquest criteri durant I'estudi.

En la primera part de I'estudi mirarem de relacionar les assignatures per parelles i. per tant,
hi haura tres parts: Algebra vs. Calcul |, Algebra vs. Calcul II, i Calcul | vs. Calcul Il. En principi,
a la vista dels tres temaris no es pot dir que I'’Algebra i el Calcul | tinguin gaires punts de
contacte, pero si que el Calcul Il fa s de técniques estudiades a I’Algebra i sobretot, com és
l0gic, a Calcul 1. Els resultats obtinguts pels estudiants ens poden donar una idea de la seva
capacitat (grupal) d’assimilacié de cada materia. En una segona part analitzarem la possible
relacié conjunta de Calcul Il amb Algebra i Calcul 1.

Passem ara a la part analitica. Hem estudiat en els tres primers casos distribucions bidimen-
sionals.

8.1. Algebra i Calcul |

En aquest cas estudiarem la distribucié bidimensional x,y, on x representa les notes d’AIgebra
i y les de Calcul I. D’entrada, com ja ha quedat dit, seguirem el criteri d’assignar un 0 als NP,
que afectara quatre estudiants que no es van presentar a Algebra. En canvi, els 62 matriculats
es van presentar tots a Calcul I. Els resultats sén els segiients:

« El coeficient de correlacié r € [—1,1] entre les dues variables dona aqui r = 0,0020. Sig-
nifica que no hi ha practicament cap correlacié entre y i x.

« El centre de gravetat de la distribuci6 és el punt (x,y) =(6,6387, 5,7081). Sembla que
I'’Algebra resulta una mica més facil que el Calcul 1.

o Larectaderegressié dey sobre x donay = 0,0013x + 5,6992. Es pot veure representada
per una linia fina en el diagrama de dispersio (figura 7); el centre de gravetat és el situat
més a I'esquerra dels dos punts destacats per un cercle més gran. Es gairebé horitzontal
i molt poc representativa de la distribucié, com augurava el valor de r.

o L'error quadratic d'aquesta recta és ¢ = 12,5948, I'error quadratic per capita dona &, =
0,2031 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és e = 0,0356. Aquest ultim
és relativament baix en comparacié amb altres exemples previs on hem tractat temes
diversos.
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v :nota de Calcul I

recta de regressié amb NP:

recta de regressio sense NP:

y=0,0013x+5,6992 y=0,5776x+1,6338
10 1
°

9 4 coeficient de correlacié amb NP: 0,0020

coeficient de correlaci6 sense NP: 0,6434 H
8 1 ( X ] -
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2 ¥ -7 [ ]
1 1 error per capita normalitzat error per capita normalitzat

amb NP : e =0,0356 sense NP : ¢ = 0,0251
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x : nota d’Algebra

Figura 7. Diagrama de dispersié d’Algebra i Calcul I.

Tanmateix, fixem—nos en els quatre NP d’'Algebra. Els punts que els representen en el diagra-
ma estan a I'eix y. Per veure quina influéncia té haver—los assignat un 0, hem repetit I'estudi
eliminant—los de la distribucio bidimensional. Llavors, el nombre de dades s'ha reduit a 58 i

els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacié passa a ser r = 0,6434, que ja indica una correlaciéo més posi-

tivaentreyix.

El centre de gravetat de la distribucié és ara el punt (x,y) =(7,0966, 5,7328), que, lo-
gicament, s’Tha mogut cap a la dreta i lleument cap amunt perque els quatre exclosos
tenien una nota mitjana de 5,35 de Calcul |. La nota mitjana d’Algebra arriba ara al
notable, mentre que la de Calcul | puja menys de tres centésimes.

La recta de regressié de y sobre x donay = 0,5776x + 1,6338. Ara és clarament creixent
i forca adequada a lI'aspecte del diagrama de punts. Es pot veure representada també
en la figura 7 i el seu centre de gravetat és molt proxim a la interseccié amb la recta
anterior.

L'error quadratic d'aquesta recta és € = 8,9367, I'error quadratic per capita dona g, =
0,1441 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és e = 0,0251. Tots tres s6n
menors que els de I'analisi anterior, i I'Gltim és relativament baix en comparacié amb
altres exercicis previs que hem dut a terme sobre temes diversos.
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La conclusié sembla clara: assignar 0 als NP desvirtua fortament la descripcié numerica de la
distribucié bidimensional dels punts restants. En comptes de donar un altre valor numeéric als
NP, sera més encertat excloure’ls en els casos seglients.

8.2. Algebrai Calcul Il

En aquest cas estudiarem la distribucié bidimensional x,y, on x representa les notes d’Algebra
i y les de Calcul Il. Vista I'experiéncia del cas 8.1, suprimirem els sis estudiants que no es van
presentara /—\Igebra, a Calcul Il o a cap de les dues. Quedaran, doncs, 56 estudiants presentats
a les dues assignatures. Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacio r € [—1,1] entre les dues variables dona aquir = 0,6182. No-
vament indica indica una correlacié lleugerament positiva entre y i x.

« Elcentredegravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(7,196429, 5,683929).La mitjana
de Calcul Il és un pel menor que la de Calcul | trobada en el cas 8.1.

« La recta de regressié de y sobre x donay = 0,5679x + 1,5971. Es similar a la del cas 8.1 i
es pot veure representada en el diagrama de dispersioé (figura 8), igual que el centre de
gravetat, indicat per un cercle més gran.

o L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 8,8961, |'error quadratic per capita dona g, =
0,1435 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és e = 0,0252.Tots tres s6n
molt semblants als del cas 8.1, pero I'Gltim és relativament baix en comparacié amb
altres exercicis previs que hem dut a terme sobre temes diversos.

y : nota de Calcul IT

10 + recta de regressio:
y=0,5679x 41,5971
9 T ° °

8 T+ coeficient de correlacié: 0,6182 hd

error per capita normalitzat
g, =0,0252

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x: nota d’ Algebra

Figura 8. Diagrama de dispersié d’Algebra i Calcul II.
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Comparem aquests resultats amb els del cas anterior sense NP. Les relacions entre assignatu-
res sén de tipus diferent: Algebra i Calcul | sén paral-leles, és a dir, s'imparteixen simultania-
ment, mentre que Algebra i Calcul Il son seqiiencials en el temps, amb el que aixd implica.

Tanmateix, els parametres son molt semblants en els dos casos. Aixi, per exemple, el coefi-
cient de correlacié és molt similar. La mitjana aritmética de I'’Algebra ha pujat en el segon
cas perque s’han exclos dos estudiants més, mentre que les dels dos Calculs sén identiques.
El pendent de la recta de regressié també és gairebé el mateix, i el mateix passa amb els
tres errors. Si que és cert que la distribucié dels punts en aquest cas sembla més compacta o
acumulada a I'entorn de la recta de regressid que en el primer cas.

Abans de procedir a I'estudi cas per cas no esperavem trobar tanta simil-litud.

8.3. Galcul i Calcul Il

Finalment, estudiarem la distribucié bidimensional x,y, on x representa les notes de Calcul |
i y les de Calcul Il. Seguirem suprimint els estudiants que no es van presentar a Calcul Il
(tots 62 es van presentar a Calcul 1). Quedaran, doncs, 59 estudiants presentats a les dues
assignatures.

y : nota de Calcul IT

10 + recta de regressio: coeficient de correlacié: 0,5814
y=0,5319x+2,6451

error per capita normalitzat
24 g, =0,0268

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x : nota de Calcul I

Figura 9. Diagrama de dispersié de Calcul i Calcul II.

Novament, la relacié entre les dues assignatures és seqtiencial, pero a priori cal esperar que la
segona estigui relacionada més estretament amb Calcul | que no pas amb Algebra, simple-
ment pels continguts dels programes respectius. Els resultats sén els seglients:
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« El coeficient de correlacié r € [—1,1] entre les dues variables dona aqui r = 0,5814. Indi-
ca una correlacié positiva débil entre y i x.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(5,832203, 5,747458).

o Larectaderegressié dey sobre x donay = 0,5319x + 2,6451. Es pot veure representada
en el diagrama de dispersio (figura 9), igual que el centre de gravetat, marcat amb un
cercle de doble gruix.

o L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 9,0928, |'error quadratic per capita dona g, =
0,1541 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és ¢; = 0,0268.

Comparem els resultats d’aquest cas amb els dels casos 8.1 (sense NP) i 8.2. La taula 6 recull
els parametres.

Taula 6. Comparativa d’assignatures.

cas correlacié | rectade centre de error error
regressié gravetat quadratic | normalitzat
r m (xy) € ex
1Avs. Cl 0,6434 0,5776 (7,10, 5,73) 8,9367 0,0251
2Avs.C2 0,6182 0,5679 (7,20, 5,68) 8,8961 0,0252
3C1vs.C2 0,5814 0,5319 (5,83, 5,75) 9,0928 0,0268

Contrariament al que es podria esperar segons els temaris de les tres assignatures, la correla-
cié dona valors proxims pero, curiosament, decreixents seguint I'ordre dels casos. La recta de
regressié sempre és creixent, perd cada vegada amb menys pendent, i el més baix és el de C1
vs C2. Les coordenades del centre de gravetat presenten petites diferencies, possiblement
degudes als diferents conjunts de NP exclosos en cada cas.

En tot cas, la mitjana de I’Algebra, que supera el 7, és molt superior a les dels dos Calculs, que
es mantenen més a prop del 6 que del 5. En els diagrames es nota més dispersié entre Ai C1,
i menys entre Ai C2 i entre C1i C2, que donen diagrames més «compactes» al voltant de la
recta de regressio. Finalment, I'error quadratic aqui és comparable perque les dades de les
séries estan totes a l'interval [0,10] i les quantitats de dades sébn homologables: 58, 56 i 59,
respectivament. Aquest error és una mica més alt comparant els calculs i més baix comparant
AiCl1oAiC2. L'error normalitzat també augmenta, gairebé dues centésimes, en comparar
els dos calculs.

8.4. Calcul Il vs Algebraii Calcul |

Aqui ens proposem analitzar la correlacié global o conjunta de Calcul Il (variable Z) respecte
a les altres dues assignatures (variables X i Y, respectivament). Caldra fer Us de tecniques una
mica més complicades que generalitzen les del cas bidimensional, estudiat repetidament en
les seccions prévies.

La mostra consta dels 56 estudiants que es van presentar a les tres assignatures. Recordem
que Calcul Il és seqiiencial respecte a Algebra i Calcul I. Els calculs estan fets optimitzant les
aproximacions i els resultats son els seglients:
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« El coeficient de correlacié (global) de Z respecte a X i Y dona R;(X,Y) = 0,7508. Aquest
coeficient sempre esta a l'interval [0,1].

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (X,Y,Z) =(7,1964, 5,7964, 5,6839).
o Elpladeregressié de Z sobre X i Y dona:

Z —5,6839 = 0,3753(X — 7,1964) + 0,4206(Y — 5,7964)
o, en una forma equivalent,
Z = 0,3753X + 0,4206Y + 0,5451.

« Elfet que la suma dels valors Z* que dona la recta de regressio coincideixi amb la suma
dels valors Z de les dades ens sembla merament anecdotic.

« Evidentment, aquest pla passa pel centre de gravetat.

« L'error quadratic per capita d’aquest pla és €2(X,Y) = 1,0798.

Comparant amb els resultats dels estudis bidimensionals resumits en la taula 6 al final de
la secci6 8.3, observem que el coeficient de correlacié global és notablement millor que els
tres coeficients de correlacié binaria. Aquest és un resultat esperat, ja que I'ajustament mi-
llora en considerar dues variables independents en comptes d’una de sola. La variacié dels
coeficients deriva del fet que X i Y estan relacionades entre elles. Finalment, C1 té un co-
eficient més gran que A, cosa que també sembla raonable vistos els programes de les tres
assignatures. També observem que X = 10i Y = 10 donen Z = 8,5041.

V4

Z=aX+bY +c

Figura 10. Pla de regressié de Calcul Il respecte a Algebra i Calcul I.
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Les coordenades del centre de gravetat G sén molt semblants a les dels centres de gravetat
binaris; de fet, cadascuna d’elles esta compresa entre les dels dos binaris corresponents i les
diferencies poden ser degudes a les petites variacions en el nombre d'estudiants de cada
estudi. Segons I'equacié del pla de regressid, Z creix quan una de les variables XY creix i I'altra
roman constant o totes dues creixen.

En aquest cas tridimensional, no sembla adequat donar la representacio grafica dels 56 punts,
perd podem visualitzar, a la figura 10, el pla de regressié en una doble imatge inclusiva.
Finalment, I'error per capita no és comparable amb els bidimensionals perqué no es defineix
com ells; tanmateix, prenent \/56 s§ (X,Y) =7,4833, obtenim un parametre homologable que
resulta forca menor que tots els corresponents errors quadratics bidimensionals. Resumint,
I'estudi tridimensional sembla un bon complement dels tres estudis bidimensionals.

9. Exemple: temperatura de xafogor

La temperatura de xafogor és un concepte que pretén mesurar quantitativament la «sen-
sacio térmica» que experimenta el cos huma a causa de la combinacié de la temperatura
ambiental (temperatura de l'aire) i la humitat relativa. La primera noticia sobre aquesta idea
la va popularitzar, almenys a Catalunya, Alfred Rodriguez Pic6 a TV3, on va exercir com a
meteoroleg des del 1984 fins al 2002.

En l'actualitat, els que descriuen el temps solen parlar de la (temperatura de) xafogor quan
mereix un comentari perqueé és forca més elevada que la temperatura ambiental. De fet, el
concepte, degut a R. G. Steadman, va néixer cap al 1979. Només cal anar a la Viquipédia, per
exemple, per obtenir una informacié més detallada. En particular, hom hi troba una férmula
(que ha estat relativament criticada) que relaciona la temperatura de xafogor en termes de la
temperatura ambiental i la pressi6 del vapor d'aigua de I'atmosfera.

L'objecte del nostre estudi no fa referéncia a aquesta formula. Una taula de dades publicada
el 2017 a www.marenostrum.org/meteorologia/xafogor donava 291 valors simultanis de la
temperatura ambiental, la humitat relativa i la temperatura de xafogor —-suposem que cal-
culada amb la formula esmentada més amunt—-, amb la particularitat de dividir la graella en
cinc blocs de diferents tonalitats (vegeu la figura 11).°

Hem volgut comparar la correlacié de la xafogor respecte a les altres dues variables en cada
un dels blocs, numerats de I'1 al 4 de dalt a baix, ja que hem reduit els dos ultims a un de
sol perqué considerem el cinqué una mica marginal. Es a dir, analitzarem cada bloc com
una distribucio tridimensional on les variables sén: X = temperatura ambiental, Y = humitat
relativa i Z = temperatura de xafogor. Obtindrem els parametres basics de cada distribucio i
els confrontarem. El web de Mare Nostrum assigna les interpretacions segiients als colors: 1
= perill extrem; 2 = perill; 3 = precaucié; 4 = limit de confort; 5 = confort térmic.

5. Ara s’hi pot trobar una taula actualitzada I'1 de gener de 2023 que és idéntica a la presentada aqui.
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Figura 11. Dades empiriques sobre temperatura, humitat i xafogor. Taula extreta de
www.marenostrum.org/meteorologia/xafogor.

Els resultats dels parametres s'han arrodonit a un nombre suficient de decimals. Els hem
reunit en la taula 7 per poder comparar—los comodament.

Taula 7. Comparativa de xafogor per blocs.

xafogor bloc 1 bloc 2 bloc 3 blocs4i5
significat perill extrem perill precaucié confort
dades 42 98 109 42

a 1,875623 1,695420 1,570360 0,862790
b 0,305099 0,267812 0,194376 0,109614
c —36,284824 | —28,585348 | —21,406818 | 0,000000
error/capita 0,748058 1,147926 0,797269 0,801224
correlacio 0,897887 0,941676 0,963805 0,871475
centre de gravetat | (37, 70, 55) (35, 58, 46) (28, 60, 34) | (23, 55, 26)
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Els comentaris son els seglients:

« En els quatre blocs els coeficients a,b sén positius. Aixo vol dir que, segons el pla de
regressid, qualsevol increment de la temperatura ambient i/o de la humitat relativa
provoca un augment de la xafogor, i és molt més acusada la influencia de la tempe-
ratura ambiental ja que a >> b. Tanmateix, aquest doble efecte decreix al llarg dels
quatre blocs, de manera que és en el bloc marginal on és menys rellevant.

« El coeficient ¢ fa una funcié de correccié. En valor absolut decreix, i arriba a desaparei-
xer en el quart bloc.

« L'error per capita és baix segons el rang de la xafogor ([22,58]) i no varia gaire llevat del
segon bloc, on és molt més alt que en els altres tres (aproximadament entre un 42 % i
un 54 % superior).

« El coeficient de correlacio també és forca alt en tots els casos, sobretot en el segon i el
tercer bloc. Aixo fa pensar que el primer bloc i el quart no son tan representatius de la
distribucio global.

« Els centres de gravetat apareixen, en cada bloc, entre les dades del bloc, com és lo-
gic, decreixen en les coordenades X i Z i tenen un comportament més irregular a la
coordenada Y.

« Es probable que el pla de regressié total, és a dir, considerant conjuntament totes les
dades de la distribucio, sigui una mixtura dels quatre plans per blocs. No hem conside-
rat necessari calcular—lo.

10. Conclusions

Una vegada analitzats tots els exemples, sembla interessant remarcar la varietat d’'ambits als
quals fan referéncia i comparar els principals resultats obtinguts. Hi ha un exemple de joc in-
dividual (sudoku), dos de significat economic (referits a una mateixa farmacia), un de dedicat
a lalliga de Primera Divisié en dues fases (equips forts i equips debils), un altre sobre qualifi-
cacions academiques dividit en quatre parts, i un Ultim sobre un concepte meteorologic, la
temperatura de xafogor, també desdoblat en quatre blocs.

Els primers queden definits per distribucions bidimensionals, mentre que els dos Ultims —I'estudi
de tres assignatures simultaniament i els quatre casos de xafogor— corresponen a distri-
bucions tridimensionals. Tots sén exemples de casos concrets i, per tant, amb resultats en
principi no extrapolables, perd sembla clar que la metodologia emprada en tots els casos és
perfectament aplicable a qualsevol altre cas amb dades numeriques diferents i, sobretot, a
situacions que es puguin modelar en termes analegs.

Es posa en relleu, doncs, una reflexié sobre com I'ds d’'una eina d'implementacié senzilla
permet una primera analisi que pot ser molt rellevant per descriure situacions economiques,
empresarials, educatives, etc.; en definitiva, de la societat actual.

La taula 8 permet copsar amb un cop d'ull la informacié principal obtinguda en cada exem-
ple: el nombre de dades; el coeficient de correlacié, que es mesura de manera diferent en el
cas bidimensional (r) i en el tridimensional (R), com s'indica en la taula (vegeu les seccions
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3.1.1i3.1.3); el pendent de la recta de regressié en el cas bidimensional —-idea que no s’estén
al cas tridimensional perqué passem a tenir un pla de regressié—-; i, finalment, els diversos
tipus d’error —-tres en el cas bidimensional, només dos en I'altre—-.° El parametre ¢*° en els
casos tridimensionals es defineix, per analogia amb el cas bidimensional, dividint £° per Z,
per poder comparar tots els errors normalitzats. El resultat és que tots aquests errors, llevat
d’un, son inferiors a 0,1. | I'inica excepcid no arriba a 0,2.

Taula 8. Comparativa de tots els exemples estudiats.

ex. | tema dades | correlacié | pendent error error error
quadratic | per capita | norm.

n r m € €0 ey
4 sudokus 108 —0,295 —0,140 8,38 0,078 0,052
5 targetes 12 0,853 12,498 1.346,20 112,180 | 0,022
6 venda lliure 12 0,540 0,219 3.326,34 277,19 0,030
7 equips forts 8 0,856 1,718 6,91 0,864 0,012
7 equips debils 9 0,979 1,953 20,90 2,323 0,062
8 Avs C1(¥) 62 0,002 0,001 12,59 0,203 0,036
8 Avs C1 58 0,643 0,578 8,94 0,144 0,025
8 AvsC2 56 0,618 0,568 8,90 0,144 0,025
8 ClvsC2 59 0,581 0,532 9,09 0,154 0,027

n R g0 g*0
8 AiClvsC2 56 0,727 1,080 0,190
9 xafogor bloc 1 42 0,898 0,748 0,014
9 xafogor bloc 2 98 0,942 1,148 0,025
9 xafogor bloc 3 109 0,964 0,797 0,023
9 xafogor bloc 4 42 0,871 0,801 0,031

Es destacable la varietat del nombre de dades. També la del coeficient de correlacié, que
dona un valor negatiu i un altre proxim a 0 al costat de valors molt proxims a 1. Quelcom
similar es pot dir del pendent de la recta de regressio. Pel que fa als errors, I'error quadratic
dels dos exemples de caire economic és elevat perqué son elevades les quantitats que de-
fineixen la serie y de la distribucié. Per aixo hem introduit I'error per capita, que permet fer
comparacions independentment del nombre de dades. | encara més I'error normalitzat, que
apareix a I'dltima columna i dona un resultat que permet comparar tots els exemples.

Agraiments

Volem agrair la revisié duta a terme per Marianna Bosch, que amb els seus comentaris encer-
tats ens ha ajudat a millorar aquest treball. | també la revisio linguistica duta a terme per dos
correctors anonims que han millorat forca la presentacio.

6. L'asterisc del sise tema indica que I'estudi esta fet assignant la qualificacié 0 a tots els no presentats,
criteri que es descarta en els tres casos seglients. Com es pot veure, la correlacié creix molt en prescindir d'aquest
criteri.
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Mates al Carrer,
matematiques per a tothom

Professor de secundaria a I'Escola Pia de Sarria de
Coordinador del grup SET, grup de jocs de Associacié
Barcelona per a l'estudi i I'aprenentatge

Resum

Moltes vegades sentim a dir «profe de
mates?...», «..buf, quin pal», «..a mi se'm
donen molt malament les mates, jo soc de
lletres, «...jo les odio, em feien patir molt a
I'escola», «profe, aix0 per a qué serveix?» i un
llarg seguit de frases sense sentit que mostren
que les matematiques sén una pedra a la
sabata de molta gent. Que podem fer per
capgirar aquest sentiment? En aquest article
explicarem una proposta que portem als
carrers del nostre territori amb I'objectiu
d’aconseguir mostrar les matematiques des
del seu vessant més ludic, entretingut, divertit
i proper, sense perdre el seu rigor per ajudar a
canviar els prejudicis socials fortament arrelats
en la nostra societat actual en contra de les
matematiques.

1. Amor i rebuig

Luis Cros Lombarte

de les Matematiques (ABEAM)

Abstract

Nowadalys it is not unusual to hear some tough
statements such as these: «<a maths teacher?...»,
«such a bore, man!», as well as «sorry, teacher, |
will never be good at maths, | am a bookworm,
anyway», or even, «dude, | definitely hate maths,
they were such a nightmare, back at school»,
and, of course, «teacher, what is maths for,
anyway?». Such an infamous discourse confirms
that Mathematics is perceived by many as being
atrue thorn in the side. The aim of this paper is to
propose a new way to look at Mathematics. We
intend to demonstrate that it can be such an
interesting field of interest for everyone. Also,
they can definitely be quite a fun playground. Let
us hope that this will effectively contribute to
getting rid of these prejudices against
Mathematics which seem to have been so deeply
rooted in our society for so many years.

La relacié amb les matematiques és d’amor o de rebuig, no hi ha terme mitja. Aquest rebuig
esta associat a males experiéncies en eépoques escolars. Ja ho escrivia Claudi Alsina en el
proleg del seu llibre El club de la hipotenusa:

Un dels secrets millor guardats de la cultura actual és el caracter profundament diver-
tit de les matematiques. Per a aconseguir que aquest secret no surti a la llum publica
s’han articulat tota mena d'estrategies escolars i socials. A base de pissarres inintel-ligibles,
explicacions exotiques, suspensos abundants i llibres rigorosos s’ha aconseguit que la
poblacié en general, lluny de descobrir el secret, arribi a creure tot el contrari. Fins al punt
que només la presencia de la paraula <matematica» provoca ja reaccions contundents.
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Des de fa temps, un reduit —o no tant— grup d’amants de les matematiques ens hem decidit
a canviar aquesta tendéncia i aconseguir que aquest estigma es redueixi. No esperem que
tothom estimi les matematiques, perod si que els tingui una mica d’estima.

El que es recull en aquest article és una accioé que hem fet, i anirem repetint pel nostre territo-
ri, per mostrar el caracter divertit i entretingut de les matematiques, sobretot a les persones
totalment allunyades d’elles.

2. D’on sorgeix aquesta iniciativa?

Amb l'exit de la iniciativa del Dia Escolar de les Matematiques, activitat totalment arrelada
als nostres centres educatius, I'any 2020 se’n va celebrar la vintena edicid. Veient que al vol-
tant de les matematiques hi ha un sentiment de repulsa acceptat per la societat i coneixent
I'enorme quantitat d'activitats divulgatives que es fan a tot Espanya, la Federacion Espafiola
de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) vol impulsar una activitat de divulgacio
matematica semblant al Dia Escolar de les Matematiques pero dirigida a tota la societat.
L'objectiu principal d’aquesta activitat és mostrar la cara amable de les matematiques, la que
ens va enamorar i ens fa seguir-ne enamorats encara avui dia, per poder anar eliminant el
prejudici que es té envers les matematiques.

El mes de febrer de 2019 la FESPM va convocar un grup de professionals de diferents socie-
tats d'arreu d’Espanya que fem activitats al carrer o fires de ciéncies i de matematiques per
compartir les nostres experiéncies i saber quins haurien de ser els requisits d'un bon Mates al
Carrer.

Després de dues jornades de compartir experiencies vam concloure que farem Mates al Car-
rer quan apropem les matematiques a tothom fora del context escolar des d'un punt de
vista ludic, divulgatiu, oferint activitats adaptades a diferents nivells. Es tracta de mostrar
les matematiques gaudint amb elles, amb entusiasme. Es poden oferir idees matematiques
complexes d'una forma natural i a I'abast de tothom.

Com diu el seu nom, és una activitat que es portara a terme al carrer, en un lloc per on pugui
passejar la gent, com una plaga o un passeig, per poder trobar-nos amb la gent que no aniria
a buscar les matematiques, siné que se les trobara i s’'emportara una sorpresa positiva.

Mates al Carrer és una proposta que desenvoluparan, independentment a cada territori, per-
sones de manera voluntaria sota el paraigua d’'una societat matematica del mateix territori,
amb la col-laboracié d’entitats, amb I'nic incentiu de fer divulgacié. Entenent el caracter
particular de cada territori, I'organitzacié de cada Mates al Carrer concretara les activitats
que es poden fer, tots els plantejaments son valids. Una bona idea és crear materials amb
un alt contingut divulgatiu, presentats en taules accessibles de manera que els visitants els
puguin tocar i hi puguin jugar. Es pot tenir en compte la possibilitat que els visitants es pu-
guin emportar a casa alguna cosa feta per ells mateixos. Les activitats que funcionen prou
bé amb aquest format son: poliedres creats amb llaminadures o amb escuradents i plastilina,
enigmes, solitaris i jocs d'estratégia, puzles topologics, tangrams, jocs numeérics, papirofléxia
(aquestes taules accessibles s’han fet servir en activitats multitudinaries al carrer a Madrid,
Cornella, la Corunya...). A I'hora de dissenyar I'activitat cal tenir en compte I'espai, el nombre
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de voluntaris i el temps de qué es disposara, per adequar-hi el nombre de taules. Una quan-
titat molt gran de taules angoixa el visitant, que vol veure-ho tot i no té temps. Si es disposa
d’espai i voluntaris, és preferible repetir les mateixes activitats en diferents taules. A fi que els
voluntaris de les taules no es vegin desbordats per la quantitat de gent que pugui estar a la
seva taula, és important tenir cartells explicatius amb les instruccions de les activitats clares,
tot i que, sempre que es pugui, és preferible que els voluntaris acompanyin els visitants a
I'hora de fer les activitats. Els cartells han de portar el logotip de la societat que fa de paraigua.
També cal dissenyar taules accessibles, per exemple, per invidents.

Si es té la possibilitat, és molt bona idea introduir algun tipus d’espectacle que es pugui fer
en diferents moments de la jornada: espectacles de magia, monolegs, lectura de relats o poe-
mes, passeigs matematics... Perqué aquesta proposta pugui dur-se a terme caldra disposar
d’un bon equip de so.

Pelquefaaladatadel Matesal Carrer,s’hadeferen cap de setmana. Es mésfacil per organitzar-ho
amb voluntaris i per arribar a tot el public. D'altra banda, és millor en horari de mati, si pot
ser a partir de les deu, perqué abans no hi ha gent. | allargar-lo tot el dia implica disposar
de molts voluntaris per fer torns. Com es fa amb el Dia Escolar de les Matematiques —12 de
maig—, caldria fer-lo el mateix dia o el mateix cap de setmana per donar-hi més notorietat
a escala global. El curs academic 2018-2019 es va proposar com a data el 7 d'abril o el dia
més a prop possible. Per als cursos vinents caldra concretar una data entre totes les societats
d’Espanya perqué no coincideixi amb altres esdeveniments.
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Com a nexe entre tots els Matematicas en la Calle, totes les societats han de fer una ma-
teixa activitat: construir un mosaic de manera col-laborativa entre tots els visitants. El curs
académic 2018-2019 la base del mosaic va ser I'os Nazari. Cada curs la FESPM fa arribar als
presidents de les societats de cada territori la plantilla per dur a terme el mosaici el penjara a
la seva web.

Cal deixar clar a les institucions, quan es presenti I'activitat per demanar 'ocupacié de I'espai
public, que aixo no és una activitat d’oci i temps lliure; és cultura sota el guiatge de profes-
sionals de I'ensenyament, amb materials dissenyats per a I'esdeveniment amb una finalitat
didactica i atractiva, portada a terme per uns «monitors» de luxe: tots els voluntaris estan
directament relacionats amb I'ensenyament i I'aprenentatge de les matematiques.

3. Queé proposem al nostre territori?

La proposta que es va recollir a la jornada organitzada per la FESPM es va compartir al nostre
territori durant la jornada de I’ABEAM de I'any 2019 i al C2EM del 2020. Entre les dues comuni-
cacions vam formar un grup de treball per posar en marxa el projecte de fer un Matematicas
en la Calle a Catalunya, sota el paraigua de la Federacié d’Entitats per a 'Ensenyament de les
Matematiques a Catalunya (FEEMCAT).

Després d'unes quantes reunions i de llargs debats vam acabar concloent que el nostre Ma-
tematicas en la Calle es dira Mates al Carrer i tindra les caracteristiques seglients:

1. Es fara els mesos de setembre o octubre, que permeten fer activitats al carrer sense
patir les incleméncies meteoroldgiques. Es un moment del curs académic en queé tenim
les bateries d’energia completament carregades i no hi ha gaires activitats matemati-
ques al nostre territori.

2. Sera una activitat itinerant. L'objectiu d'aquesta decisi6 és fer particip la gent de dife-
rents parts del territori any rere any.

3. Es convidara els centres educatius, associacions i entitats de la localitat a participar de
manera activa en l'organitzacid i la realitzacié de la jornada.

4. L'ideal seria que una de les activitats que es faci durant el Mates al Carrer sigui un pas-
seig matematic per la localitat. L'objectiu d’aquest passeig és poder mostrar diferents
llocs de la localitat amb ulls matematics. Per deixar empremta al lloc on es faci el Mates
al Carrer, la passejada quedara registrada al projecte MathCityMap perqué es pugui
seguir fent una vegada hagi acabat la jornada.

5. El punt d'inici del passeig matematic sera el lloc on es trobi el gruix de les activitats de
la jornada: taules divulgatives, jocs gegants, exposicions...

Quan van dissenyar les activitats del primer Mates al Carrer vam decidir que era millor que
els participants estiguessin a la zona i finalment van fer el passeig dins de la plaga on es feia
el Mates al Carrer. Tot i que es pot fer per tota la localitat, recomanem que es faci al mateix
lloc on es fa el gruix d'activitats.

Si observem des de la distancia les reflexions finals que es van elaborar en el CZEM 2020, po-
drem veure que amb aquesta activitat es dona resposta a dos dels reptes que vam proposar
per a aquest quadrienni:



94+ noubiaix 50

Repte 7: «Treballarem per canviar preconceptes socials arrelats, com «les mate-
matiques son dificils» o «aixo per a queé serveix?», per altres com «tothom serveix
per les matematiques» o «les matematiques ens ajuden a interpretar el moén».

Repte 8: «<Promourem activitats participatives on els i les docents, els i les alum-
nes i les seves families puguin gaudir plegats d’experiéncies matematiques posi-
tives (fires, activitats de carrer, visites, concursos, jocs, tertulies, etc.)».

La pandemia de covid-19 del 20201 les seves restriccions posteriors van frenar la nostra il-lusio
de portar a terme el nostre Mates al Carrer. El setembre de 2022 vam rebre la noticia que
es donaven per finalitzades les restriccions per dur a terme activitats massives a l'aire lliure i
vam decidir fer-lo aquell mateix mes d’'octubre a Matard, una aposta arriscada pero que va
sortir molt bé.

4, El nostre Mates al Carrer
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La pandémia de covid-19 va aturar els nostres desitjos de portar a terme el nostre Mates al
Carrer I'any 2020. Vam estar treballant en linia per consolidar un grup organitzador, divulgar
el projecte i tenir la feina feta en el moment que es pogués fer. Tot aix0 ens va permetre
organitzar la primera edicié a Mataré el mes d’octubre de 2022.

Per dur-lo a terme vam constituir un grup organitzador format pels membres del grup de
treball que hem anat desenvolupant la proposta i per agents locals, fonamentals per fer la
proposta de la millor manera possible, ja que coneixen les millors ubicacions, els contactes
i les dates idonies. Enric Castells, Lluis Mora i Toni Goma van ser clau per aconseguir que la
jornada esdevingués un éxit total.

Mitjancant les associacions de matematiques del territori es va fer una crida als seus socis
per presentar les activitats de la jornada. Vam rebre les propostes i I'oferiment per col-laborar
de Silvia Margeli, Juan Diego, Robert Escribano, Joan Miralles, Joan Folguera, Joan Carles
Berroca, Pol San, Ménica Casas i Tere Longueira.

La jornada va aplegar catorze propostes tematiques:

—_

. Mosaic

. Calculadora

. Cupules Leonardo
. Magia numerica

. Reptes matematics
. Nonaga
Speedcups

. Microrobots

. Bombolles de sabd

©O V ® N O U A W N

. Primilogic-Kaprekar
11. Papiroflexia
12. Estimacions
13. Maquetem Mataré

14. Divermazo

1. Mosaic: portat a la practica per Tuti Comalat i Joan Carles Berrocal, en aquesta proposta
els visitants agafaven la rajola tipica de Matar, la pintaven i I'enganxaven en un mural per
formar les paraules «<MATARO MATEMATICA».

Totique no esva poder completar I'objectiu, valorem positivament I'activitat perque tothom,
grans i petits, es va engrescar i s’ho va passar molt bé.
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2. Calculadora: portada a la practica per Tuti Comalat i Joan Carles Berrocal, en aquesta pro-
posta tothom que passava s'animava a resoldre uns enigmes per endevinar nombres fent
operacions amb la calculadora.

Creiem que anava dirigit a un public més gran de deu anys, era massa complicat per als petits;
per la qual cosa creiem que estaria bé buscar alguns enigmes per a ells.

3. Cupules Leonardo del Museu de Matematiques de Catalunya (MMACA): portades a la prac-
tica per Juan Diego Garcia, al llarg del mati es va anar atenent el public interessat i es van
construir diferents cipules sense parar. L'activitat va agradar molt.
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4. Magia numeérica: portada a la practica per Pura Fornals i Robert Escribano, es van presentar
diferents jocs de magia numerica i se’n va explicar el perqué. La taula va estar plena constant-
ment perque s'hi va apropar molta gent, tant joves com adults. Per als petits es va fer també
una serp de papirofléexia.

5. Reptes matematics: portats a la practica per Joan Miralles i Joan Folguera, es van presen-
tar diferents reptes de sobretaula que van tenir molt bona acollida, sobretot les peces per
aconseguir figures simétriques.

Els reptes de sobretaula per als petits van costar una mica més, els calia un cop de ma. El que
es va posar a terra per fer «construccions estables» (gossos de colors fets amb cubs) va anar
molt bé per als més petits.

6. Nonaga: portat a la practica per Judit Rodriguez, Tere Longueira i Pol San, va ser un joc molt
dinamic. No va parar d’entrar gent a jugar i en alguns moments fins i tot hi havia gent espe-
rant, tot i haver-hi dos jocs iguals de costat. La majoria dels participants eren nens d’entre
deu i quinze anys, perd molts repetien i a vegades demanaven fer equip amb algu per poder
jugar i no haver-se d’esperar. A més, algunes persones van demanava el nom del joc i on
podien comprar-lo.
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7.Speed Cups: portat a la practica per Marta Farrés, qui va disposar tres jocs de cubs gegants.
Hi va participar molta gent a partir de la primera hora de la jornada. Es va fer un total de vui-
tanta partides de deu minuts. Algun infant va jugar més d’una vegada i en algunes partides
els pares jugaven i els nens miraven. Va ser una jornada molt divertida. Com a proposta de
millora es podria pensar a versionar les normes per a diferents edats.

8. Micro Robots: portat a la practica per Monica Casas, és un joc de taula en versi6é gegant de
3 m x 3 m. Va haver-hi gent gairebé tota I'estona. Els nens jugaven amb molt entusiasme,
perd els més petits només podien llancar els daus, no és un joc per a petits.
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9. Bombolles de sabé: portades a la practica per Silvia Margeli i Enric Castella, es van fer a
través de dues activitats:

— Volums amb aigua acolorida: es van fer diferents experiments que es poden trobar a
http://ja.cat/volums.

— Propietats amb bombolles de sabé: basada en la xerrada d’Anton Aubanell. Hi ha un
recull del que es va fer a https://ja.cat/BKjXv.

10. Primilogic-Kaprekar: portat a la practica per Carles Masjuan amb els materials que vam
fet servir a cangur.org/festa-matmat. La resposta del public va ser molt bona. Potser aquesta
activitat era més «de pensar» que en altres taules i, per tant, anava adrecada a participants
més grans, cosa que va frenar una mica la participacio.

11. Papirofléxia: portada a la practica per Estefania Hernandez, qui, amb el titol «Quines mate-
matiques amaga un ocellet de paper?», va presentar les diferents maneres de fer un ocell de
paper. Tot i aix0, I'objectiu principal no era el plegat en si, ni la interpretacié dels diagrames
per aconseguir fer-lo, sind totes les sorpreses matematiques que s'amaguen durant i després
del procés de plegat. Es treballen la resolucié de problemes, el fet de fer-se preguntes, el
raonament, continguts de proporcio, arees, perimetres...
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12. Estimacions: portada a la practica per Bernat Ancochea, en aquesta activitat es demanava
estimar i confirmar diferents mesures. Exemples: mides de la placa, alcaria d'un edifici, angle
que forma una paret, capacitat dels cilindres que delimiten una part de la placa, nombre
de quadrats que hi ha a la finestra de ferro... S'entregava un full amb totes les propostes
d’estimacié, que es poden trobar a https://ja.cat/zmnDI.

13. Maquetem Mataré: portada a la practica per Roser Garcia i Berta Mas, en aquesta activitat
grup de treball de professors d'instituts de la ciutat va proposar treballar des de les escoles
de Matar6 les matematiques vinculades a I'exposicié de la maqueta de la ciutat, creada per
alumnes majoritariament de segon d’ESO, que fa tres anys que es duu a terme. En la jornada
es van presentar algunes activitats ja fetes sobre que veiem al planol que no veiem in situ i
al revés; per exemple, sobre si és el mateix correr vint metres pel passeig Maritim que per la
Riera, es mostrava sobre un planol una fletxa de la mateixa mida sobre un lloc i sobre I'altre,
aixi podiem comentar el tema de la topografia de la ciutat; també vam visualitzar rotondes
que tenen un altre carrer fet de manera concéntrica i preguntavem com ho devien construir,
visualitzavem rotondes no «rodones» i hi posavem noms i buscavem carrers completament
paral-lels entre ells...

També vam proposar una activitat de creacié d'hiperboloides, que va ser un éxit i va fer que
acabéssim el material una hora abans de finalitzar la jornada.
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14. Divermazo: portat a la practica per Luis Cros, és un joc de taula, pero a la jornada es va em-
prar per mostrar la historia de les matematiques. A partir dels coneixements dels assistents
sobre personatges il-lustres d’aquesta ciéncia es fa un recorregut per curiositats matema-
tiques per poder parlar d'on surten els coneixements que utilitzem i aprenem avui en dia.
Entre els temes que vam tractar hi ha la importancia de les dones en el desenvolupament de
les matematiques.

A la taula va haver-hi gent tota I'estona, de totes les franges d’edat. Per als nens més petits
és una taula poc atractiva, perd exposada amb cura pot arribar a agradar-los i a transmetre’ls
una mica de coneixements per a quan trobin alguns dels personatges a 'aula.
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La jornada va ser un exit rotund, ja que van participar-hi al voltant de dues-centes persones.
Per animar a jugar-hi es donava a la gent una targeta abans de passar per les diferents taules
i quan passaven per cada activitat se’ls posava un gomet. Si aconseguien deu gomets, que
volia dir que havien participat en deu activitats, podien lliurar la targeta i participar en el
sorteig d'unes cupules de Leonardo de sobretaula.
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També va ser un éxit per la ubicacio, a la placa de I’Ajuntament, un lloc de pas per arribar
a la gent que no té relacié amb I'educacié ni amb les matematiques. Aquest és el principal
objectiu del Mates al Carrer: portar les matematiques a tothom.

Com a propostes de millora entomem la que ens va fer arribar Isabel Cabot, cap del Depar-
tament de Matematiques de I'escola Salesians Matar6: proposar als alumnes més grans (a
partir de tercer d’ESO) de les escoles de la localitat, presentar alguna taula. Aixo els implica en
la jornada i els convida a apropar-se als seus companys, amics i familiars. A partir d'aquesta
experiéncia va sorgir la idea que I'alumnat de tercer d’ESO preparés una fira d'aquestes ca-
racteristiques a la seva escola dirigida al cicle superior de primaria i a primer i segon d'ESO.

Per part seva també vam rebre unes paraules que vam escoltar de molta gent el mateix dia en
acabar la jornada: «Les activitats i la fira ens va agradar molt i ens sembla una idea fantastica.
Moltes gracies per tota la feinada i I'organitzacié».

El grup organitzador volem donar les gracies al Comite Local, I'Escola de Musica, la Biblioteca
Municipal, I'Ajuntament, a tots els voluntaris i a la FEEMCAT: sense el seu suport i la seva
col-laboracié la jornada no hauria sigut possible.

5.1ara qué?

Quan tinguis aquesta revista a les mans estarem preparant la tercera edicié del Mates al
Carrer, la de Balaguer el 2024. Et convidem a portar una taula d'activitat i a formar part de
I'equip d'organitzacié o del comite local de preparacié d'aquesta edicié o de les properes.
També tenim pactada la quarta edicio, que farem a Lleida la primavera de 2025.

Paral-lelament a aquesta via que hem comencat a Catalunya, s’ha reobert la proposta de la
FESPM d’aconseguir fer un Matematicas en la Calle des de totes les federacions el mateix dia.
També el 28 d’octubre vam participar en un seminari nacional per veure queé es pot fer. Us
mantindrem informats de tot mitjancant les vostres associacions i les jornades que anem fent
al nostre territori.

Esperem que aquest article serveixi per donar a conéixer el projecte i convidar el lector a
divulgar-lo i a sumar-s’hi. Els organitzadors del «<Mates al carrer» som: Carme Aymerich, Bernat
Ancochea, Tuti Comalat, Luis Cros, Marta Farrés, Roser Garcia, Pura Fornals, Carles Masjuan,
Judit Rodriguez, Gloria Sdnchez i Ramén Tejedor.
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1. La revista Nou Biaix accepta per a la seva publicacié contribucions originals relacionades amb expe-
riencies didactiques, activitats d'ensenyament i aprenentatge, escrits d'opinio, de divulgacié i d'in-
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Godino, J., Font, V. (2003). Razonamiento algebraico para maestros. Granada: Universidad de Granada.

Capitols de llibres

Edo, M., Revelles, S. (2004). Situaciones matematicas potencialmente significativas. Dins M. Antén i
B. Moll (ed.), Educacién Infantil. Orientaciones y Recursos (0-6 anos) (p. 410/103-410/179). Barce-
lona: Praxis.

Actes de congressos

Morales, M., Font, V., Planas, N. (2004). Estudio microetnogréfico en torno a un conocimiento mate-
matico situado. Dins A. Franzé i altres (ed.), Actas de la | Reunion Cientifica Internacional sobre Et-
nografiay Educacién (CD-ROM). Valencia: Germania, Polis Paideia.

Pagines web
Geogebra per a Infantil i Primaria.
https:.//www.geogebra.org/m/tkdC27mf

5. Els continguts de Nou Biaix estan subjectes —llevat que s'indiqui el contrari en el text, en les fotogra-
fies o0 en altres illustracions— a una llicéncia de Reconeixement-No comercial-Sense obra derivada
3.0 de Creative Commons, el text complet de la qual es pot consultar a http://creativecommons.org/
licenses/by-nc-nd/3.0/es/deed.ca. Aixi, doncs, s'autoritza el public en general a reproduir, distribuir
i comunicar l'obra, sempre que es reconegui l'autoria i I'entitat que la publica, i no se’n faci un Us
comercial ni se'n difongui cap obra derivada.

6. Els articles es publicaran en llengua catalana. Només es traduiran al catala les contribucions accep-
tades d'autors no residents als Paisos Catalans.

7. Els autors es responsabilitzaran del compliment de les normes establertes per a I'autoritzacio de la
reproduccié de material procedent d'altres fonts bibliografiques.

8. Els articles tindran una extensié maxima de 8000 paraules, incloses les notes a peu de pagina, perod
s'accepten articles més curts, d'entre 2000 i 4000 paraules.

9. Fem notar que en aquesta publicacio s'utilitza preferentment el punt per separar decimals, en lloc
de la coma recomanada per I'lEC, per tal de facilitar la comprensio de les expressions matematiques.
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